
Τυχαίες Μεταβλητές:  Καλούμε «τυχαίες μεταβλητές» τις μεταβλητές εκείνες που αδυνατούμε να 
τους  προσδώσουμε  συγκεκριμένη  τιμή  αλλά  μπορούμε  να  προσδιορίσουμε  την  πιθανότητα  να 
λάβουν μία από τις επιτρεπτές τιμές. Το αποτέλεσμα κάθε μέτρησης είναι μια τυχαία μεταβλητή. 

Πιθανότητα:
 Έστω Ω είναι το σύνολο όλων των δυνατών στοιχειωδών γεγονότων, Xi, που είναι δυνατόν να 
συμβούν, καθώς επίσης και ότι μόνο ένα από αυτά μπορεί να συμβεί κάθε φορά. Τότε, η πιθανότητα 
να συμβεί το γεγονός Χi, P(Χi), ορίζεται από τις ακόλουθες ιδιότητες:

Το Θεώρημα Bayes προσφέρει τη δυνατότητα υπολογισμού της πιθανότητας P(A|B) η οποία εκφράζει 
την εμπιστοσύνη μας στην υπόθεση A μετά την παρατήρηση του αποτελέσματος Β (ύστερη γνώση).

Το Θεώρημα Bayes : Έστω δύο κατηγορίες γεγονότων, Α και Β. Η πιθανότητα ώστε ένα γεγονός να 
ανήκει συγχρόνως στις κατηγορίες Α και Β εκφράζεται ως:

χρησιμοποιώντας τις εύλογες προτάσεις ότι: 



Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f(x,y), θα ορίζεται ως: ( ) ( )
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όπου από τις Ν τιμές των τυχαίων μεταβλητών {x,y} υπάρχουν nxy τιμές που ανήκουν στο διάστημα 
τιμών ∆x·∆y. 



Αθροιστική Συνάρτηση Πιθανότητας. Ορίζουμε ως «αθροιστική συνάρτηση 
πιθανότητας» (cumulative probability function) της τυχαίας μεταβλητής Χ, με συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας f(x), τη συνάρτηση F(y), που εκφράζει την πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει 
τιμή μικρότερη ή ίση από την τιμή y:
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Αλλαγή Μεταβλητών: 
Έστω οι τυχαίες μεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3, …, ΧN με κοινή 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f(x1, x2, x3, …, xN). 
Έστω οι «ένα προς ένα» μετασχηματισμοί:

1 1 1 2 3 N

2 2 1 2 3 N

3 3 1 2 3 N

N N 1 2 3 N

y h (x , x , x , , x )
y h (x , x , x , , x )
y h (x , x , x , , x )

y h (x , x , x , , x )

= … ⎞
⎟= … ⎟
⎟= …
⎟

……………………… ⎟
⎟= … ⎠

Η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,                                     , των τυχαίων μεταβλητών                                    
χ                          εκφράζεται από τη σχέση: 
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 η Ιακωβιανή (Jacobian) ορίζουσα 



Αναμενόμενη Τιμή: Η αναμενόμενη τιμή της τυχαίας 
μεταβλητής x (συμβολίζεται ως Ε[x]) ορίζεται από τη σχέση: [ ] ( )x x f x x= ⋅∫Ε d

Ω
όπου f(x) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και Ω δηλώνει όλο το πεδίο ορισμού της 
μεταβλητής x.

∆ιασπορά: Η αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής (x–Ε[x])2 καλείται «διασπορά» (ή «τετραγωνική 
απόκλιση») και εκφράζεται ως: 
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Εάν η τυχαία μεταβλητή λαμβάνει διακριτές τιμές, η μέση τιμή και η διασπορά (ή τετραγωνική 
απόκλιση) ορίζονται ως αθροίσματα για όλες τις δυνατές τιμές  της τυχαίας μεταβλητής:
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Επισημαίνεται ότι η μέση τιμή και η τετραγωνική απόκλιση είναι αριθμοί και όχι 
συναρτήσεις των τυχαίων μεταβλητών 



Αναμενόμενη Τιμή και ∆ιασπορά: Συναρτήσεις τυχαίων μεταβλητών

«Αμοιβαία ανεξάρτητες» είναι οι τυχαίες μεταβλητές των οποίων η κοινή πυκνότητα συνάρτησης 
πιθανότητας, , είναι εντελώς παραγοντοποιήσιμη, δηλαδή:

= = ⋅ ⋅1 2 N 1 2 Nf(x) f(x ,x , ...,x ) f(x ) f(x )... f(x )

Σε αντίθετη περίπτωση, οι τυχαίες μεταβλητές καλούνται «αμοιβαία εξαρτώμενες». 



Για κάθε ζεύγος (xi,xj) εκ των τυχαίων μεταβλητών                                  με κοινή συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας την                                 ορίζουμε ως «συνδιασπορά» (covariance) την ποσότητα:
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Συνδιασπορά:

όπου μi και μj είναι οι αναμενόμενες τιμές (μi=E[xi], μj=E[xj] 

Ορίζουμε επίσης  ως «συντελεστή συσχετισμού» (correlation coefficient) την ποσότητα: 
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σi και σj είναι οι  τετραγωνικές ρίζες της διασποράς 

Εάν οι τυχαίες μεταβλητές Χ1 και Χ2, οι οποίες παίρνουν τιμές στο Ω και έχουν κοινή συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας την f(x1,x2), είναι αμοιβαία ανεξάρτητες, τότε για κάθε ζεύγος συναρτήσεων 
των τυχαίων μεταβλητών u(x1) και v(x2) θα ισχύει ότι: 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2E u(x ) v(x ) E u(x ) E v(x )⋅ = ⋅

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2E u(x ) v(x ) u(x ) v(x ) f(x ,x )dx dx u(x ) f (x )dx v(x ) f (x )dx E u(x ) E v(x )
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫

[ ] [ ] [ ] [ ]= ⋅ − ⋅ =1 2 1 2 1 2cov x ,x E x x E x E x 0



Η διασπορά της γραμμικής συνάρτησης  

των τυχαίων μεταβλητών {x1, x2, …, xN} εκφράζεται συναρτήσει των τετραγωνικών αποκλίσεων και 
της συνδιασποράς (ανά δύο) των τυχαίων μεταβλητών {x1, x2, …, xN}, ως ακολούθως:
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Έστω xi είναι Ν αμοιβαία ανεξάρτητες δοκιμές (επαναλήψεις) του ίδιου πειράματος. 
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Η αναμενόμενη τιμή της συνάρτησης των τυχαίων μεταβλητών Χ1, Χ2, ..., ΧΝ, 

                                   , δίνεται από την προσεγγιστική  σχέση:

 

 

όπου {μ1, μ2, …, μΝ} είναι οι αναμενόμενες τιμές των τυχαίων μεταβλητών.

Η διασπορά της συνάρτησης των τυχαίων μεταβλητών Χ1, Χ2, ..., ΧΝ δίνεται από τη σχέση:
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Συναρτήσεις Τυχαίων Μεταβλητών
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Ο μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας f(x) καλείται «χαρακτηριστική 
συνάρτηση»:
 

Στην περίπτωση που η μεταβλητή παίρνει διακριτές τιμές, η χαρακτηριστική συνάρτηση ορίζεται ως:

 

Εάν η f(x) είναι συνεχής παντού στο πεδίο ορισμού της, τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση ορίζει τη 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής ως:
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