
Κεφάλαιο 1 

 

Τυχαίες Μεταβλητές 
 



 

1.1  Εισαγωγή 

Το αποτέλεσµα ενός πειράµατος θα το καλούµε στα επόµενα «γεγονός». Η  επανάληψη 

του ιδίου πειράµατος δεν καταλήγει πάντα στο ίδιο γεγονός. Η επαναλαµβανόµενη ρίψη 

ενός ζαριού είναι εντελώς απίθανο να καταλήγει πάντα µε το ζάρι να «δείχνει» την ίδια 

πλευρά του προς τα επάνω. Μας ενδιαφέρει να εκφράσουµε τι είναι πιθανόν να συµβεί. Να 

εκφράσουµε την πιθανότητα να συµβεί κάθε ένα από τα, δυνατόν να συµβούν, γεγονότα. 

Ποια είναι η πιθανότητα το ζάρι να φέρει ένα; Δύο; Τρία; Τέσσερα; Πέντε; Έξι; 

 

Σε κάθε πείραµα αποσκοπούµε να µετρήσουµε κάποια ή περισσότερες ποσότητες. Σε ένα 

πείραµα µε ηλεκτρικά κυκλώµατα µας ενδιαφέρει να µετρούµε συγχρόνως την διαφορά 

δυναµικού και την ένταση του ηλεκτρικού ρεύµατος ενώ σε ένα άλλο πείραµα 

θερµοδυναµικής µας ενδιαφέρει η σύγχρονη µέτρηση της πίεσης, της θερµοκρασίας και 

του όγκου που καταλαµβάνει ένα αέριο. Κάθε γεγονός, το αποτέλεσµα του πειράµατος, 

περιγράφεται πλήρως από τις µετρηµένες τιµές των ποσοτήτων που µας ενδιαφέρουν.  

 

Επαναλαµβάνοντας το ίδιο πείραµα θα καταλήξουµε σε διαφορετικές τιµές των φυσικών 

ποσοτήτων, είτε α) διότι δεν µπορούµε να εξασφαλίσουµε ακριβώς τις ίδιες συνθήκες 

εκτέλεσης του πειράµατος ή β) διότι το φαινόµενο που θέλουµε να µελετήσουµε 

«υπόκειται σε πιθανοκρατικούς νόµους».  

Σαν παράδειγµα, σε ένα πείραµα µέτρησης της περιόδου του απλού εκκρεµούς η κίνηση 

επηρεάζεται από την αντίσταση του αέρα, από τις τριβές και από την µάζα του νήµατος 

ανάρτησης ενώ τα όργανα µέτρησης (χρονόµετρα) «πάσχουν» από µετρητικά σφάλµατα. 

Σε κάθε επανάληψη του πειράµατος τα µόρια του αέρα θα συγκρουστούν µε διαφορετικό 

τρόµο µε το εκκρεµές και τα φαινόµενα τριβής θα καθυστερήσουν µε διαφορετικό τρόπο 

το χρονόµετρο ώστε ο πειραµατιστής να καταλήξει σε διαφορετική τιµή για την περίοδο 

κίνησης. 

Σ’  ένα άλλο πείραµα µέτρησης του χρόνου ζωής ραδιενεργών πυρήνων, έστω και εάν 

χρησιµοποιήσουµε «τέλειες» µετρητικές διατάξεις, δεν θα βρεθεί κοινός χρόνος 

διάσπασης για όλους τους πυρήνες. Ένα τέτοιο πείραµα µπορεί µετρήσει το ποσοστό των 

πυρήνων ενός στοιχείου που διασπώνται σε χρόνο t διότι το φαινόµενο της ραδιενεργής 



διάσπασης, αυτό καθ’ εαυτό, ακολουθεί πιθανοκρατικό νόµο. 

 

Θα καλούµε τυχαίες µεταβλητές τις µεταβλητές εκείνες που αδυνατούµε να τους 

προσδώσουµε συγκεκριµένη τιµή αλλά µπορούµε να προσδιορίσουµε την πιθανότητα 

να λάβουν µία από τις επιτρεπτές τιµές. Το αποτέλεσµα κάθε µέτρησης είναι µία 

τυχαία µεταβλητή.  

Ας συµβολίσουµε µε Ζ το αποτέλεσµα που θα φέρει ένα ζάρι. Οι δυνατές τιµές είναι: 1, 2, 

3, 4, 5 και 6. Κάθε µία από αυτές, εάν βεβαίως το παιχνίδι είναι «τίµιο», έχει πιθανότητα 

να εµφανιστεί 1:6. Συνεπώς η πιθανότητα η τυχαία µεταβλητή Ζ να πάρει την τιµή 4 (Ζ=4) 

είναι ίση µε . 

Οι τυχαίες µεταβλητές µπορούν να παίρνουν διακριτές τιµές, όπως στο παράδειγµα µε το 

ζάρι, αλλά µπορούν να παίρνουν και συνεχείς τιµές, όπως η τυχαία µεταβλητή Τ που 

εκφράζει την µέτρηση της θερµοκρασίας. Επίσης είναι δυνατόν µία τυχαία µεταβλητή να 

παίρνει συνεχείς τιµές για µία περιοχή επιτρεπτών τιµών και διακριτές σε µία άλλη. 

 

Εάν ένα γεγονός εκφράζεται από περισσότερες από µίας µετρήσεις (π.χ. πίεση, 

θερµοκρασία και όγκος) θα χρειαστούν περισσότερες από µία τυχαίες µεταβλητές για να 

ορίσουν το γεγονός (x1ºπίεση, x2ºθερµοκρασία, x3ºόγκος). Συνήθως αναφερόµαστε σ΄ 

αυτές τις τυχαίες µεταβλητές ως συνιστώσες µίας διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής ( ) 

που εκφράζει το γεγονός ( ). 

 

Αποµένει να συζητήσουµε τρόπους ορισµούς της πιθανότητας ώστε µία τυχαία µεταβλητή 

να λάβει µία συγκεκριµένη τιµή. Αλλά πριν από αυτό θα πρέπει να ορίσουµε την 

πιθανότητα αυτή καθ΄ εαυτή, ως έννοια. 

 

 

 

 

1.2  Πιθανότητα 

Κανένας ορισµός πιθανότητας δεν έχει γίνει απόλυτα αποδεκτός. Ένας από τους πλέον 



διαδεδοµένους ορισµούς αναφέρεται στο όριο της συχνότητας εµφάνισης ενός γεγονότος. 

Ας υποτεθεί ότι έχουµε εκτελέσει Ν φορές ένα πείραµα και ότι έχουµε συλλέξει  ένα 

σύνολο από Ν γεγονότα. Τα γεγονότα τύπου Χ παρουσιάζονται nX φορές, τα γεγονότα 

τύπου Υ παρουσιάζονται nY φορές κ.ο.κ., όπου nX+nY+…= N 

Η πιθανότητα, P(X),  να επιλεχθεί  ένα γεγονός τύπου Χ  σε κάποια τυχαία δειγµατοληψία, 

ορίζεται ως:  

     1.2.1  

 

Παρ΄ ότι ο παραπάνω ορισµός δίνει την δυνατότητα προσεγγιστικής εφαρµογής της 

έννοιας της πιθανότητας, η ισχύς του περιορίζεται σε (µη πρακτικώς εφικτά)  πειράµατα, 

όπου το Ν τείνει στο άπειρο. Υπάρχουν επίσης περιπτώσεις όπου ο ορισµός 1.2.1 δεν έχει 

καµία εφαρµογή διότι απλούστατα το πείραµα δεν µπορεί να επαναληφθεί. Παραδείγµατος 

χάριν, δεν θα µπορούσατε να χρησιµοποιήσετε τον ορισµό 1.2.1 για να εκτιµήσετε «τι 

πιθανότητα υπάρχει να βρέξει αύριο;». 

 

Τον επόµενο αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας τον οφείλουµε στον µεγάλο µαθηµατικό 

Kolmogorov. 

 Μαθηµατική πιθανότητα: Ας υποτεθεί ότι Ω είναι το σύνολο όλων των δυνατών 

στοιχειωδών γεγονότων, Xi, που είναι δυνατόν να συµβούν καθώς επίσης και ότι  µόνο ένα 

από αυτά µπορεί να συµβεί κάθε φορά. Τότε η πιθανότητα να συµβεί το γεγονός Χi, P(Χi), 

ορίζεται από  τις ακόλουθες ιδιότητες: 

1. P(Χi) ³0 " για κάθε ΧiÎΩ 

2. P(Χi OR Χj) = P(Χi) + P(Χj)  1.2.2 

3.                               

 

Η πρώτη από τις σχέσεις 1.2.2 επιβάλει η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός είναι 

µεγαλύτερη του µηδενός, ώστε κάθε δυνό γεγονός µπορεί να συµβεί.  

Η δεύτερη σχέση δηλώνει ότι η πιθανότητα να συµβεί το γεγονός Xi ή το γεγονός Χj 

ισούται µε το άθροισµα των πιθανοτήτων τους. Η ιδιότητα αυτή είναι συνέπεια της σχέσης 



αµοιβαίας απόκλισης των γεγονότων. Εάν συµβεί το γεγονός  Xi αποκλείεται να συµβεί 

συγχρόνως και το γεγονός Χj. 

 Η τρίτη ιδιότητα εκφράζει ότι το σύνολο Ω καλύπτει όλα τα ενδεχόµενα αποτελέσµατα 

του πειράµατος και συνεπώς κάθε δυνατό αποτέλεσµα ανήκει στο σύνολο Ω.  

 

Ερώτηση 1.1: Δείξετε ότι: 

 

όπου είναι η πιθανότητα να µη συµβεί το γεγονός Χi και  είναι η πιθανότητα 

να µη συµβεί τίποτα. 

 

Μπορούµε να επεκτείνουµε τις ιδιότητες της πιθανότητες για τις εκείνες περιπτώσεις όπου 

υπάρχουν γεγονότα που δεν αποκλείονται αµοιβαία. Σαν παράδειγµα, ένα σύνολο Α, που 

περιέχει στοιχειώδη , αµοιβαία αποκλειόµενα, γεγονότα Χi (i=1,2,3,...k,k+1,…k+m και 

k+m<N), µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα σύνθετο γεγονός. Λέµε ότι συµβαίνει το σύνθετο 

γεγονός Α, αν τουλάχιστον ένα γεγονός εκ των Χi (i=1,2,3,...k+m) συµβεί. Συµβολίζουµε 

µε Ρ(Α) την πιθανότητα να συµβεί τουλάχιστον ένα Χi γεγονός από το σύνολο 

Α. :Προφανώς: 

      1.2.3 

Εάν Α και Β είναι δύο σύνολα στοιχειωδών γεγονότων, τα οποία ενδεχοµένως περιέχουν 

κοινά στοιχεία, τότε η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός το οποίο ανήκει στο Α ή στο Β 

σύνολο, θα είναι:   

P(A OR B) = P(A) + P(B) - P(A AND B)  1.2.4 

 

Ερώτηση: Αποδείξετε την σχέση 1.2.4 

Υπόδειξη: Η σχέση 1.2.4 είναι σχεδόν τετριµµένη. Πράγµατι, εάν 

και 

 τότε τα γεγονότα  



περιέχονται και στα δύο σύνολα γεγονότων. Επιπλέον η πιθανότητα P(A OR B) 

αναφέρεται στο συµβάν κάποιου από τα γεγονότα του συνόλου Α ή Β, 

δηλαδή:

 
                                                                                                                                          1.2.5 

όπου οι πιθανότητες των κοινών, στα σύνολα Α και Β, γεγονότων συµµετέχουν µία µόνο 

φορά στο άθροισµα. Αντιθέτως η πιθανότητα P(A AND B) αναφέρεται στο σύγχρονο 

συµβάν ενός από τα γεγονότα του συνόλου Α και ενός από τα γεγονότα του συνόλου Β, 

δηλαδή θα ισούται µε το άθροισµα:  

.   1.2.6 

Λόγω όµως της αµοιβαίας αποκλίσεως  των γεγονότων ισχύει ότι: 

 1.2.7 

Αρκεί να αντικαταστήσετε τις σχέσεις 1.2.3, 1.2.5, 1.2.6 και 1.2.7 στην έκφραση 1.2.4 

 

 

 

Ερώτηση 1.3: Στην περίπτωση των Ν συνόλων στοιχειωδών γεγονότων Α1, Α2, …., ΑΝ., 

τα οποία ενδεχοµένως να έχουν και κοινά στοιχεία, η προηγούµενη σχέση γενικεύεται ώς: 

P( A1 OR A2 OR … AN ) = S1 - S2 + S3 - …. - (-1)N SN 

Όπου: 

     

  και  

 κ.οκ. 

Υπόδειξη: Εφαρµόσετε την µέθοδο της επαγωγής και χρησιµοποιήσετε το τεχνασµα ότι: 

 



 

 

 

1.3 Υπό συνθήκη πιθανότητα και ανεξαρτησία 

 Έστω ότι κάποιο γεγονός  ανήκει σίγουρα στο σύνολο  γεγονότων Α και ίσως ανήκει και 

στο σύνολο γεγονότων Β. Σε τέτοιες περιπτώσεις, συνήθως µας ενδιαφέρει η πιθανότητα 

ένα γεγονός να ανήκει στο Β δοθέντος ότι ανήκει στο Α. Αυτή την πιθανότητα την 

χαρακτηρίζουµε ως   “υπό συνθήκη” ή δεσµευµένη πιθανότητα και την συµβολίζουµε ως: 

P( Β|A ).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο Σχήµα 1.3.1 παρίσταται το σύνολο Ω όλων των δυνατών γεγονότων καθώς και τα 

σύνολα γεγονότων Α και Β. Στην αναπαράσταση αυτή, θεωρήστε ότι παρίσταται ο ίδιος 

αριθµός γεγονότων ανά µονάδα επιφανείας. Με τον τρόπο αυτό, η πιθανότητα ένα από τα 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήμα  1.3.1: Τ σύνολα στοιχειωδών γεγονότ
ων Ω, Α και Β 

Α  
Ω  

Β  



δυνατά γεγονότα να ανήκει στο σύνολο Β, Ρ(Β), θα ισούται µε τον λόγο του εµβαδού που 

καλύπτει το σύνολο Β προς την επιφάνεια που αντιστοιχεί στο  σύνολο Ω: 

  1.3.1 

 

Κατ’ αντιστοιχία θα γράψουµε ότι: 

    1.3.2 

 

Η δεσµευµένες πιθανότητες P(Β|A) και P(A|B) θα γράφονται συναρτήσει των επιφανειών 

ως ακολούθως: 

  1.3.3 

 

Από τις εκφράσεις 1.3.1 – 1.3.3 εύκολα συνάγεται ότι: η δεσµευµένη πιθανότητα 

συνδέεται µε την πιθανότητα το γεγονός να ανήκει και στα δύο σύνολα συγχρόνως µε την 

ακόλουθη απλή σχέση: 

P(A AND B) = P( A|B) P(B) = P( B|A) P(A)   1.3.4 

 

Ας υποθέσουµε ότι επιλέγουµε, ανεξάρτητα, δύο γεγονότα από το σύνολο Ω. Στην 

περίπτωση αυτή η σχέση 1.3.4 εκφράζει την πιθανότητα το ένα γεγονός να ανήκει στο 

σύνολο Α και το άλλο στο σύνολο Β. Ας υποθέσουµε επιπλέον ότι τα σύνολα Α και Β 

είναι αµοιβαία ανεξάρτητα, δεν υπάρχει δηλαδή η αλληλοεπικάλυψη που δείχνει το Σχήµα 

1.3.1. Στην περίπτωση αυτή, η πιθανότητα επιλογής του δεύτερου γεγονότος από το 

σύνολο Α δεν εξαρτάται από την επιλογή του πρώτου γεγονότος, δηλαδή από το εάν 

προηγουµένως είχε επιλεγεί γεγονός από το σύνολο Β. Συνεπώς: 

 P(A|B) = P(A)    1.3.5 

και κατ΄ επέκταση η σχέση 1.3.4 καταλήγει ότι: 

P(A AND B ) = P(A) P(B)  1.3.6 

 

Παρά την απλότητα του ορισµού της, η δεσµευµένη πιθανότητα αποτελεί ένα ισχυρό 



στατιστικό εργαλείο µε πληθώρα πρακτικών εφαρµογών, όπως φαίνεται µε τα ακόλουθα 

παραδείγµατα. 

 

Παράδειγµα 1.3.1 

Η γραµµή παραγωγής ενός εργοστασίου περιέχει τους µηχανικούς καταµετρητές, Α και Β, 

προϊόντων. Τα συσκευασµένα προϊόντα, µεταφερόµενα πάνω σε ιµάντα, περνούν 

διαδοχικά µπροστά από τους καταµετρητές.  

 

Μετά από 12 ώρες καταµέτρησης, ο καταµετρητής  Α πιστοποίησε την διέλευση Ν1=C+D1 

δεµάτων ενώ  Ν2= C+D2 δέµατα ανιχνεύτηκαν από τον µετρητή Β. Παράλληλα, C δέµατα 

καταγράφηκαν συγχρόνως και από τους δύο µετρητές. (Προφανώς D1 δέµατα 

καταγράφηκαν µόνο από τον µετρητή Α και D2 δέµατα καταγράφηκαν µόνο από τον 

µετρητή Β.).  

Θέλουµε να εκτιµήσουµε τον συνολικό αριθµό των δεµάτων τα οποία πέρασαν δια µέσου 

της  συστοιχίας των δύο καταµετρητών αυτές τις 12 ώρες και την συνολική αποδοτικότητα 

(efficiency) της ανιχνευτικής συστοιχίας. 

 

 



Ορισµός της Αποδοτικότητας (Efficiency): Αποδοτικότητα µιας ανιχνευτικής διάταξης 

αντικειµένων τύπου Χ, είναι η πιθανότητα η εν λόγω διάταξη να διεγερθεί και να 

πιστοποιήσει την παρουσία αντικειµένου τύπου Χ, όταν αυτό βρίσκεται στην ενεργό 

περιοχή ανίχνευσης. Είναι σαφές ότι καµία ανιχνευτική διάταξη δεν έχει αποδοτικότητα 

100%. 

 

Ο απλούστερος τρόπος που θα µπορούσε να σκεφτεί κανείς, για να  µετρήσει την 

αποδοτικότητα µιας ανιχνευτικής διάταξης συνίσταται στην απόπειρα ανίχνευσης Ν 

αντικειµένων που αποδεδειγµένα είναι τύπου Χ (δείγµα ελέγχου). Εάν η ανιχνευτική 

διάταξη ανταποκριθεί (ανιχνεύσει) στην παρουσία n (n<N) από αυτά τότε η 

αποδοτικότητα θα προσεγγίζεται µε τον λόγο n/N. Προφανώς, αυτή η διαδικασία 

βαθµονόµησης είναι αξιόπιστη µόνο όταν ο πληθυσµός του δείγµατος ελέγχου (Ν) είναι 

µεγάλος, ώστε να έχει έννοια ο ορισµός της πιθανότητας .  

Στη διαδικασία βαθµονόµησης  είναι απολύτως απαραίτητο το δείγµα ελέγχου, το οποίο 

θα πρέπει να συνίσταται µόνο από αντικείµενα τύπου Χ. Για την δηµιουργία τέτοιων 

δειγµάτων είναι απαραίτητος και δεύτερος ανιχνευτής. 

 

Στα επόµενα θα υποθέσουµε ότι κάθε ένα από τα δέµατα έχει πιθανότητα P(Α), να 

αναγνωρισθεί (και καταµετρηθεί) από τον καταµετρητή Α και πιθανότητα P(Β), να 

αναγνωρισθεί (και καταµετρηθεί) από τον καταµετρητή Β.  

Εξ ορισµού, οι πιθανότητες P(Α) και P(Β) εκφράζουν: 

P(Α) º Αποδοτικότητα  του Α στην καταµέτρηση δεµάτων 

P(Β) º Αποδοτικότητα  του Β στην καταµέτρηση δεµάτων 1.3.7 

 

Επειδή οι καταµετρητές είναι αµοιβαία ανεξάρτητοι, η πιθανότητα ένα δέµα να µετρηθεί 

από τον Α δεν επηρεάζεται από το εάν ανιχνεύθηκε ή δεν ανιχνεύθηκε από τον Β. Ώστε , 

λόγω της 1.3.5, µπορούµε να γράψουµε:  

  1.3.8      

Επιπλέον, λόγω της ανεξαρτησίας των µετρήσεων (σχέση 1.3.6), η πιθανότητα και οι δύο 

καταµετρητές να µετρήσουν το ίδιο δέµα, P(A AND B), θα δίνεται από το γινόµενο, της 



πιθανότητας το δέµα να µετρηθεί από τον Α (ανεξάρτητα µε την απόκριση του Β), Ρ(Α), 

επί την πιθανότητα το δέµα να µετρηθεί από τον Β (ανεξάρτητα µε την απόκριση του Α), 

Ρ(Β). 

  1.3.9 

 

Γνωρίζουµε όµως ότι, από τα Ν2=C+D2  δέµατα που µέτρησε ο Β µόνο τα C ανιχνεύτηκαν 

συγχρόνως και από τον Α. Χρησιµοποιώντας τα δέµατα που ανιχνεύτηκαν από τον Β σαν 

δείγµα ελέγχου για τον Α, καταλήγουµε στην επόµενη έκφραση για την (δεσµευµένη 

πιθανότητα) αποδοτικότητα του Α:  

   1.3.10 

 

Κατ΄ αντιστοιχία, η (δεσµευµένη) αποδοτικότητα του Β είναι:  

  1.3.11 

Δεδοµένης όµως της ανεξαρτησίας των δύο ανιχνευτών, βλέπε τις σχέσεις 1.3.8, οι 

εκφράσεις 1.3.10 και 1.3.11 καταλήγουν ως:   

  1.3.12 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε το σύµβολο «^» για να τονίσουµε ότι δεν υπολογίσαµε την ακριβή 

αποδοτικότητα των ανιχνευτών (το δείγµα ελέγχου ήταν πεπερασµένο) αλλά απλώς 

κάναµε µια εκτίµηση της αποδοτικότητας. Στα επόµενα Κεφάλαια θα συζητήσουµε 

τρόπους ποσοτικής έκφρασης τέτοιων εκτιµήσεων. 

 

 Η συνολική αποδοτικότητα της συστοιχίας, αναφέρεται στη συνδυασµένη ανιχνευτική 

ικανότητα των δύο καταµετρητών και εκφράζεται ως το λογικό OR των αποκρίσεών τους. 

Δηλαδή απαιτούµε ή ο Α, ή ο Β ή και οι δύο να έχουν ανιχνεύσει (και καταµετρήσει) το 

διερχόµενο δέµα. Η απαίτησή µας εκφράζεται (βλέπε σχέση  1.2.4) ώς: 

 .  



Αντικαθιστώντας στην προηγούµενη έκφραση τις σχέσεις 1.3.12 και 1.3.9 καταλήγουµε 

ότι: 

 

 

 1.3.13 

 

Τελικά, για να εκτιµήσουµε τον συνολικό αριθµό των δεµάτων που πέρασαν µπροστά από 

την συστοιχία των καταµετρητών, χρησιµοποιούµε:    α) την εκτίµησή µας για την 

αποδοτικότητα ενός από τους ανιχνευτές (π.χ. του Α), β) τον συνολικό αριθµό δεµάτων 

που καταµετρήθηκαν από τον ίδιο µετρητή (C+D1), και γ) εκφράζουµε την αποδοτικότητα 

του ίδιου ανιχνευτή ως προς το σύνολο των γεγονότων (δηλαδή τον συνολικό πλήθος των 

δεµάτων, Ν, που πέρασαν µπροστά από την µετρητική συστοιχία.  

 
Εποµένως  ο συνολικός αριθµός δεµάτων (η εκτίµηση του συνολικού αριθµού δεµάτων) 

είναι:        

 

 

 
 

1.4   Θεώρηµα του Bayes 

 

Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας προκύπτει ότι για δύο κατηγορίες 

γεγονότων, Α και Β, η πιθανότητα ώστε ένα γεγονός να ανήκει συγχρόνως στις κατηγορίες 

Α και Β , εκφράζεται  ως: 

 

P(A AND B) = P(A|B) P(B) = P(B|A) P(A)    



 

και κατά συνέπεια   

 

P(A|B) = P(B|A)  P(A) / P(B)                         1.4.1 

 

Αυτή η απλή σχέση είναι το περίφηµο Θεώρηµα του Bayes, του οποίου τις συνέπειες θα 

δούµε στα επόµενα. 

 

Μπορούµε να βρούµε µία άλλη, πιο εύχρηστη, έκφραση για το θεώρηµα του Bayes, 

χρησιµοποιώντας τις εύλογες προτάσεις ότι:  

 1.4.2 

όπου µε το σύµβολο , παρίσταται η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός που δεν 

ανήκει στην κατηγορία Α.   

 

Η πιθανότητα ένα γεγονός να ανήκει στην κατηγορία  Β εκφράζεται, σύµφωνα µε τις 

σχέσεις 1.4.2 και 1.3.4 ως:  

   1.4.3 

 

Αντικαθιστώντας την 1.4.3 στην 1.4.1,  το Θεώρηµα Bayes εκφράζεται ως: 

   1.4.4 

 

 

Η καινούργια έκφραση του θεωρήµατος του Bayes, µε τη σχέση 1.4.4, φαίνεται πολύ πιο 

πολύπλοκη από την προηγούµενη και ο αναγνώστης ίσως να αναρωτιέται «προς τι η 

πολυπλοκότητα για κάτι που δεν είναι καθόλου προφανής η αξία του». Η χρησιµότητα της 

σχέσης 1.4.4 µπορεί εύκολα να δειχθεί σε πρακτικές εφαρµογές. 

 

Ας ξαναγυρίσουµε στο παράδειγµα υπολογισµού της αποδοτικότητας  µιας µετρητικής 



διάταξης. Καταλήξαµε στο παράδειγµα της προηγούµενης παραγράφου ότι,  δείγµατα 

ελέγχου µπορούν να κατασκευασθούν µε την συνεργασία δύο (τουλάχιστον) ανιχνευτών.  

Στην πράξη, τέτοια αµιγή δείγµατα είναι αδύνατο να κατασκευασθούν, λόγω ενός άλλου 

περιορισµού της ανιχνευτικής ικανότητας των πραγµατικών ανιχνευτικών διατάξεων, η 

οποία αναφέρεται στην Λανθασµένη Πιστοποίηση. 

 

Ορισµός της Λανθασµένης Πιστοποίησης (Misidentification): Λανθασµένη 

Πιστοποίηση είναι η  πιθανότητα ο ανιχνευτής αντικειµένων τύπου Χ να διεγερθεί και να 

καταγράψει ως «τύπου Χ» αντικείµενα διαφορετικού τύπου. 

 

Θα µπορούσε να υποθέσει κανείς ότι θα µπορούσε να µετρήσει την Λανθασµένη 

Πιστοποίηση ενός ανιχνευτή εάν διέθετε το κατάλληλο δείγµα ελέγχου. Είναι σαφές όµως, 

ότι για την δηµιουργία δειγµάτων ελέγχου θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε άλλες 

ανιχνευτικές διατάξεις, οι οποίες µε την σειρά τους πάσχουν από περιορισµένες µετρητικές 

ικανότητες. Διέξοδο από αυτόν τον «φαύλο κύκλο» δίνει η εφαρµογή του θεωρήµατος 

Bayes. 

 

 

 

Παράδειγµα 1.4.1 

Έστω µία γραµµή παραγωγής τυπωµένων κυκλωµάτων (τ.κ.). Έστω ακόµα ότι είναι 

γνωστό ότι τα 5% των τ.κ. που παράγονται είναι ελαττωµατικά ενώ τα 95% τηρούν όλες 

τις λειτουργικές προδιαγραφές. Προκειµένου να µη διοχετευθούν ελαττωµατικά τ.κ. στην 

αγορά χρησιµοποιείται ένα αυτόµατο σύστηµα επιλογής το οποίο µπορεί να αναγνωρίζει 

ένα λειτουργικό τ.κ µε πιθανότητα 90% (αποδοτικότητα). Παράλληλα όµως, υπάρχει 

πιθανότητα 6% (λανθασµένη πιστοποίηση) να κατατάξει ένα ελαττωµατικό τ.κ. στα 

λειτουργικά. Ποια είναι η πιθανότητα, κάθε φορά που το σύστηµα επιλογής χαρακτηρίζει 

κάποιο τ.κ. ως λειτουργικό να είναι στην πραγµατικότητα λειτουργικό ; 

 

Το παράδειγµα αναφέρεται σε ένα πολύ σύνηθες πρόβληµα λειτουργικότητας µετρητικού 

οργάνου µε περιορισµένη αποδοτικότητα και µη µηδενική πιθανότητα λανθασµένης 



πιστοποίησης. Το σύστηµα αυτόµατης επιλογής, στην περίπτωση όπου του 

παρουσιάζονται µόνο λειτουργικά τ.κ. θα αναγνώριζε µόνο τα 90% από αυτά ως 

λειτουργικά ενώ στην περίπτωση που του παρουσιάζονται µόνο ελαττωµατικά τ.κ. θα 

αναγνώριζε το 6% από αυτά ως λειτουργικά. 

 

Ας υποθέσουµε ότι Α είναι το σύνολο των τ.κ  ( λειτουργικών ή ελαττωµατικών) τα οποία 

αναγνωρίζονται ως λειτουργικά από το σύστηµα κατά την διάρκεια της λειτουργίας του. 

Έστω ακόµα ότι Λ και Ε είναι τα σύνολα των  λειτουργικών και ελαττωµατικών τ.κ. που 

πέρασαν µπροστά από το αυτόµατο σύστηµα επιλογής, ανεξάρτητα από την κατάταξη που 

υπέστησαν από τον επιλογέα. 

 

 

 

Προφανώς, 

P(Λ) = 95%  ,  Ρ(Ε)=5% , P(A|Λ) = 90%  και P(A|Ε) = 6%   1.4.5 

Η πιθανότητα ένα τ.κ, το οποίο επελέγη (ως λειτουργικό) να είναι πράγµατι λειτουργικό 

τ.κ., εκφράζεται ώς: 

P(Λ|Α)=P(A|Λ) P(Λ) / P(A)     1.4.6 

 

Επίσης, από την σχέση 1.4.3,  ισχύει ότι: 

  1.4.7 

 

Επειδή υπάρχουν µόνο δύο δυνατότητες (Λ ή Ε) θα ισχύουν οι προφανείς σχέσεις 

 1.4.8 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 1.4.8 στην σχέση 1.4.7 καταλήγουµε στον υπολογισµό της  

πιθανότητας που αντιστοιχεί στην επιλογή ενός τ.κ. ως λειτουργικό : 

P(A) = P(A|Π) P(Π) + P(Α|K) P(K) = 90 % 95 % + 6 % 5 %  1.4.9 

 

Η  πιθανότητα ο επιλογέας να έχει επιλέξει ένα πράγµατι λειτουργικό τ.κ. θα δίνεται από 

την σχέση 1.4.6, µετά από αντικατάσταση από τις σχέσεις 1.45 και 1.4.9:  



 

 
 

Η έκφραση 1.4.4 είναι χρήσιµη όταν η κατηγορία Α αποτελείται από δύο υποκατηγορίες 

µε µη κοινά στοιχεία. Στην περίπτωση που η κατηγορία Α  αποτελείται από Ν αµοιβαία 

ανεξάρτητες υποκατηγορίες, (Αi  , i=1,2,3…N)  ώστε:  

    1.4.10 

το θεώρηµα του Bayes γράφεται ως: 

   1.4.11 

 

 

Το θεώρηµα Bayes αποκτά ιδιαίτερη σηµασία εάν οι κατηγορίες Α και Β αναφέρονται 

στην γνώση που κατέχουµε όσον αφορά στην ορθότητα µιας υπόθεσης που έρχεται να 

εξηγήσει το αποτέλεσµα µιας παρατήρησης Β. 

 

 

 

 

 

 

 

Παράδειγµα 1.4.2  

Ας χρησιµοποιήσουµε σαν παράδειγµα την περίπτωση του Μπάµπη, που πήγε να πιει µία 

µπύρα και συνάντησε τον γείτονά του τον Μάκη. Για να αποφύγουνε τις συζητήσεις για το 

ποιος θα κεράσει, αποφάσισαν να αφήσουν την τύχη να επιλέξει στρίβοντας ένα νόµισµα. 

Ο Μάκης διάλεξε τρεις φορές «κεφάλια» και τρεις φορές κέρδισε. Ο Μπάµπης έκαµε πως 



δεν κατάλαβε αλλά στο σπίτι ρώτησε την γυναίκα του, την Ρούλα την µαθηµατικό, τι 

πιθανότητες είχε ο Μάκης να φέρει τρεις φορές κεφάλια. 

«Προφανώς  0.5x0.5x0.5=0.125, δηλαδή 12.5% » του είπε η Ρούλα.  

«Βρε, µπας και το νόµισµα είχε κεφάλια και στις δύο πλευρές;» , αναρωτήθηκε ο 

Μπάµπης. 

«Να δούµε είπε η Ρούλα» και έκαµε τους παρακάτω λογαριασµούς: 

 

Έστω οι δύο υποκατηγορίες Α1 και Α2 που η ένωση τους  ερµηνεύει το αποτέλεσµα (3 

φορές κεφάλια), ώστε: 

Α1 ={αποτέλεσµα σύµπτωσης} 

Α2 ={κάλπικο νόµισµα} 

Να ονοµάσουµε το γεγονός [3φορές κεφάλια],  Β. 

 

Η πιθανότητα το Β να είναι στατιστικό αποτέλεσµα (αποτέλεσµα σύµπτωσης) , είπαµε πως 

είναι:P(Β|A1)=0.125 

Εάν όµως το νόµισµα είναι κάλπικο τότε πάντα θα φέρνει κεφάλια: P(B|A2)=1 

 

Μετά στράφηκε στον Μπάµπη και ρώτησε. «Πόσα κάλπικα κυκλοφορούν στην αγορά;» 

«Να µην είναι ένα στο εκατοµµύριο !!», είπε εκείνος. 

Τότε η Ρούλα σκούπισε τις σαπουνάδες στην ποδιά της και εφάρµοσε την σχέση 1.4.11 

βάζοντας P(A2)=0.000001 

 

Ρ(Α2|Β)=P(κάλπικο|3κεφάλια)=[ 1x0.000001]x[0.125x0.9999999+1x0.000001]-1=8·10-6 

 

«Μπάµπη µου, η πιθανότητα το νόµισµα να ήταν κάλπικο, δεδοµένου ότι έφερε τρεις 

φορές κεφάλια, είναι οχτώ στο εκατοµµύριο.» 

«Ρε γυναίκα, λες ο Μάκης να ρίχνει το νόµισµα µε πονηρό τρόπο;» 

« Μπάµπη τι λες; ο κουµπάρος να κλέβει !!!!» 

«Γιατί ; Τώρα µε το χρηµατιστήριο οι άνθρωποι αλλάζουν ! Μήπως δεν έχει και 

αυθαίρετο;» 

«Καλά αυθαίρετο έχουµε και εµείς, αλλά πόση εκτιµάς την πιθανότητα ο Μάκης να 



κλέβει» 

«Ε!! Δεν βάζεις πέντε στα εκατό;» 

 

Η Ρούλα λογάριασε ξανά. 

Έστω ότι Α1 είναι η περίπτωση το αποτέλεσµα Β (τρεις φορές κεφάλια) να οφείλεται σε  

στατιστικές διακυµάνσεις (αποτέλεσµα σύµπτωσης). 

Έστω ότι A2 είναι η περίπτωση ο Μάκης να κλέβει, και ξεχνάµε την περίπτωση να 

υπάρχουν κάλπικα (ούτως ή άλλως η πιθανότητα των κάλπικων είναι µικρή)  

P(B|A1)=0.125 

P(A2)=0.05 (... πέντε στα εκατό εκτιµά την πιθανότητα ο Μάκης) 

 

Επειδή υπάρχουν µόνο δύο περιπτώσεις θα πρέπει: P(A1)=1-P(A2). Συνεπώς: 

P(A1)=1-0.05=0.95 

P(B|A2) =1, γιατί εάν κλέβει ο Μάκης όλο κεφάλια θα φέρνει. 

Η Ρούλα ξαναεφάρµοσε την σχέση 1.4.11. 

P(κλεψιά|3 κεφάλια)=[1x0.05]x[0.125x0.95+1x0.05]-1=30% 

 

Η Ρούλα κοίταξε τον Μπάµπη, άναψε τσιγάρο και είπε. 

«Darling µίλα µου για το χρηµατιστήριο και τους θεσµικούς επενδυτές!!!» 

 

 

Στο προηγούµενο παράδειγµα Αi είναι µία υπόθεση που «ερµηνεύει» το αποτέλεσµα, Β. 

Εάν θα θέλαµε να ποσοτικοποιήσουµε την επιτυχία της ερµηνείας θα πρέπει να 

εκτιµήσουµε την  πιθανότητα P(B|Ai), δηλαδή την πιθανότητα, δεδοµένου ότι η υπόθεση 

Αi είναι σωστή, το αποτέλεσµα να είναι το Β.  

Το θεώρηµα του Bayes µας δίνει την δυνατότητα υπολογισµού της πιθανότητας P(Ai|B), η 

οποία εκφράζει την εµπιστοσύνη µας στη υπόθεση Ai µετά την παρατήρηση του 

αποτελέσµατος Β (ύστερη γνώση). 

 

Η εφαρµογή του θεωρήµατος του Bayes χρήζει της P(Ai), της πιθανότητας η υπόθεση Ai 

να είναι σωστή, ή αλλιώτικα πόσο πιστεύουµε ότι η υπόθεση Αi είναι σωστή.  Προφανώς η 



P(Ai) ορίζεται υποκειµενικά (εµπλέκοντας πρότερες γνώσεις και εµπειρίες), όπως 

χαρακτηριστικά δείχθηκε στο προηγούµενο παράδειγµα.  

 

Ο υποκειµενικός χαρακτήρας της προτέρας γνώσης, όπως εκφράζεται από την πιθανότητα 

P(Ai), συγκεντρώνει τα πυρά των πολεµίων της Bayessian µεθόδου που περιγράψαµε στα 

προηγούµενα. Βεβαίως υπάρχουν απαντήσεις σ΄ αυτή την κριτική, που ξεφεύγουν από τα 

όρια αυτής της περιγραφής  

Στα επόµενα θα χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο σε εκτιµήσεις παραµέτρων και εκτίµηση 

σφαλµάτων και θα έχουµε την δυνατότητα να διατυπώσουµε περισσότερα σχόλια και 

κρίσεις. 

 

 

 

 

1.5   Τυχαίες µεταβλητές 

Τυχαίο γεγονός είναι ένα γεγονός το οποίο έχει περισσότερα από ένα δυνατά 

αποτελέσµατα. Είναι δυνατόν να αντιστοιχίσουµε µία πιθανότητα σε  κάθε αποτέλεσµα 

αλλά  η έκβαση ενός τυχαίου γεγονότος δεν είναι προβλέψιµη. Η µέγιστη ποσότητας 

γνώσης που µπορούµε να αποκοµίσουµε για κάποιο τυχαίο γεγονός αφορά στον 

προσδιορισµό της πιθανότητας να εξελιχθεί µε κάθε ένα από τους δυνατούς τρόπους. 

 

Παράδειγµα 1.5.1: 

 Η πιθανότητα ενός µη σταθερού σωµατίου ή ενός ασταθούς πυρήνα να διασπαστεί, µετά  

t δευτερόλεπτα από την δηµιουργία του, είναι  ανάλογη του     e-t/T . Συνήθως η σταθερά  Τ 

καλείται µέσος χρόνος ζωής.  

 

 

 

Ανεξάρτητα από την ακρίβεια των µετρητικών µας συσκευών, όταν επιχειρούµε να  

µετρήσουµε τον χρόνο ζωής ενός πλήθους, ίδιων, ασταθών πυρήνων θα προσδιορίζουµε 

διαφορετικούς χρόνους ζωής για κάθε έναν από αυτούς. Όσον και εάν φαίνεται παράλογο 



είναι αδύνατο να προσδιορίσουµε µία µοναδική τιµή στο µέγεθος «t = χρόνος ζωής του 

πυρήνα Χ». Το µόνο που µπορούµε να επιτύχουµε είναι να προσάψουµε µια πιθανότητα 

στο ενδεχόµενο να µετρήσουµε τον χρόνο  t=t1, ως χρόνο ζωής.   

Τον ίδιο, εκθετικό, νόµο τον συναντάµε σε πολλές περιπτώσεις συµπεριλαµβανοµένης και 

της πιθανότητας που έχει ένα εξάρτηµα µηχανής, να διαρκέσει χωρίς βλάβη για χρόνο 

µεγαλύτερο οπό t.  

 

Οι επαναλαµβανόµενες µετρήσεις της ίδιας Φυσικής ποσότητας δεν καταλήγουν στο ίδιο 

αποτέλεσµα. Στις περισσότερες των περιπτώσεων, η πιθανότητα να βρούµε την τιµή Q (ή 

καλύτερα µία τιµή µεταξύ Q και Q+dQ) σαν ένα αποτέλεσµα  µέτρήσης  ενός φυσικού 

µεγέθους µε πραγµατική τιµή R είναι της µορφής:  

  1.5.1 

 

 Εν γένει το αποτέλεσµα κάθε µέτρησης συµπεριφέρεται ως  τυχαία µεταβλητή που 

καταλήγει σε διαφορετική τιµή κάθε φορά που επαναλαµβάνεται η µέτρηση. 

επαναλαµβάνουµε την µέτρηση τις τιµές x1, x2, x3, …., xN   καθώς.  

 

 

1.6 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

Ας θεωρήσουµε ένα πείραµα στο οποίο η κατεύθυνση ενός σωµατίου καθορίζεται µε δύο 

διαδοχικές σειρές από ορθογώνιους ανιχνευτές Χ (κάθετους στον οριζόντιο άξονα, x) και 

Υ (κάθετους στον κατακόρυφο άξονα y). Ας υποθέσουµε επίσης ότι το πάχος των 

ανιχνευτών Χ και Υ είναι ΔΧ και ΔΥ αντίστοιχα. 

Κάθε σωµάτιο, που διαπερνά την µετρητική αυτή διάταξη, κινείται ευθύγραµµα και 

παράλληλα προς τον άξονα z. Κατά την διέλευση του σωµατίου δια µέσου των ανιχνευτών 

Xi και Yj (βλέπε Σχήµα 1.6.1) οι ανιχνευτές διεγείρονται και παράγονται ηλεκτρικά 

σήµατα στα άκρα τους.  Κάθε σωµάτιο  που ανιχνεύεται, χαρακτηρίζεται από δύο 

διακριτές  µεταβλητές i και j οι οποίες αντιστοιχούν στους ανιχνευτές Xi και Yj  τους 

οποίους διέσχισε.  



Ας αφήσουµε πολλά σωµάτια, το ένα µετά το άλλο, να διασχίσουν την µετρητική συσκευή 

σηµειώνοντας κάθε φορά τις τιµές που παίρνουν οι µεταβλητές i και j.  Παρατηρούµε ότι 

δεν υπάρχει κανένας τρόπος να προβλέψουµε εκ των προτέρων (πριν περάσει το σωµάτιο) 

τις τιµές των µεταβλητών i και j αλλά εύκολα µπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα 

οι µεταβλητές αυτές να λάβουν συγκεκριµένες τιµές. 

 

Ας αφήσουµε Ν σωµάτια, το ένα µετά το άλλο, να διασχίσουν την µετρητική συσκευή 

σηµειώνοντας κάθε φορά τις τιµές που παίρνουν οι µεταβλητές i και j.  Στην συνέχεια ας 

υπολογίσουµε το πλήθος, nij, των σωµατίων που διέγειραν το ζεύγος ανιχνευτών, {i,j}. Η 

πιθανότητα, Pij, ένα οποιοδήποτε σωµάτιο να διέλθει δια µέσου των ανιχνευτών Χi και Yj , 

εξ ορισµού, δίνεται από την σχέση: 

  1.6.1 

 
 

Προφανώς, οι µεταβλητές i και j είναι τυχαίες µεταβλητές, διότι δεν µπορούµε να 

προβλέψουµε εκ των προτέρων την τιµή τους αλλά µπορούµε να εκτιµήσουµε την 

πιθανότητα να λάβουν κάθε µία από τις δυνατές τιµές τους. 

Στο Σχήµα 1.6.2 (α)  παρουσιάζεται η πιθανότητα διέγερσης κάθε ζεύγους ανιχνευτών, 

{i,j}, όπως υπολογίσθηκε, σε ένα πείραµα, βάσει της σχέσης 1.6.1..: 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

Ουσιαστικά, η πιθανότητα Pij αναφέρεται στην πιθανότητα ένα σωµάτιο να περάσει µέσα 

από µία επιφάνεια, διαστάσεων ΔΧ·ΔΥ, που βρίσκεται στη θέση που προσδιορίζουν οι 

µεταβλητές  {i,j}. Προκειµένου να  εκτιµήσουµε την πιθανότητα ένα σωµάτιο να περάσει 

µέσα από τµήµα αυτής της επιφάνειας, έστω d, θα πρέπει να ορίσουµε την µέση 

πυκνότητα πιθανότητας, ρij: 

     1.6.2 

Υποθέτοντας ότι το σωµάτιο έχει την ίδια πιθανότητα να διέλθει από κάθε σηµείο της 

επιφάνειας ΔΧ·ΔΥ, η πιθανότητα να περάσει από τµήµα, d, της επιφάνειας θα είναι, 

προσεγγιστικά, ίση µε ρij·d.  

 

Είναι προφανές ότι προκειµένου να υπολογίσουµε µε ακρίβεια την πιθανότητα διέλευσης 

από κάθε στοιχειώδη επιφάνεια της ανιχνευτικής διάταξης θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε 

ανιχνευτές µηδενικού πάχους ( ). Στην περίπτωση αυτή, για να 

καλύψουµε την επιφάνεια διέλευσης των σωµατίων, θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε 

άπειρο αριθµό Χ και Υ ανιχνευτών. Οι τυχαίες µεταβλητές i και j µεταβάλλονται συνεχώς 

και θα τις συµβολίζουµε µε τα σύµβολα x και y αντίστοιχα, η δε πυκνότητα πιθανότητας, 

f(x,y), θα ορίζεται ως: 

  1.6.3 

όπου nxy είναι ο αριθµός των σωµατίων που πέρασαν από µία επιφάνεια, διαστάσεων 

ΔΧ·ΔΥ που τείνουν στο µηδέν, η οποία βρίσκεται στην θέση {x,y}. 

 

Η σχέση 1.6.3 είναι ο ορισµός της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (probability 



density function - pdf) η οποία παρίσταται γραφικά, για το παράδειγµα που συζητήσαµε 

στο Σχήµα 1.6.2.(β). Οι Φυσικοί καλούν την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  τυχαίων 

µεταβλητών, κατανοµή των µεταβλητών. Για τον Στατιστικό όµως, κατανοµή σηµαίνει 

ολοκληρωµένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Σ΄ αυτό το κείµενο, πολλές φορές, θα 

ακολουθήσουµε την διάλεκτο της κάστας των Φυσικών. 

 

Είναι σαφές ότι η πιθανότητα οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή Ζ να πάρει  τιµή στο 

διάστηµα µεταξύ από z και z+dz δίνεται από την σχέση: 

P(z)=R(z)·dz  1.6.4 

όπου R(z)  είναι η συνάρτηση πυκνότητας  πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Ζ. 

Όταν το πρόβληµα που µελετάµε (π.χ. το αποτέλεσµα ενός πειράµατος) 

χαρακτηρίζεται από περισσότερες από µια τυχαίες µεταβλητές (π.χ. σύγχρονη 

µέτρηση θερµοκρασίας, πίεσης και όγκου ενός αερίου), η πυκνότητες πιθανότητας 

των τυχαίων µεταβλητών, εν γένει, αλληλοεξαρτόνται. Στην περίπτωση αυτή, η 

πιθανότητα οι τυχαίες µεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3,...,ΧΝ να έχουν, συγχρόνως, τιµές στα 

διαστήµατα [x1,x1+dx1], [x2, x2+dx2],  [x3,x3+dx3],  …, [xN, xN+dxN], δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση: 

P(x1, x2, x3,…, xN)=g(x1, x2, x3,…, xN)dx1dx2 dx3… dxN      1.6.5 

Όπου g(x1, x2, x3,…, xN) είναι η κοινή (joined) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των 

τυχαίων µεταβλητών. 

Όπως αναφέρεται και στην Εισαγωγή του Κεφαλαίου, παριστούµε τις τυχαίες 

µεταβλητές ως συνιστώσες του διανύσµατος τυχαίας µεταβλητής 

 και η σχέση 1.6.5 γράφεται ως: 

   1.6.6 

 

Το ολοκλήρωµα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, g(x1, x2, x3,…, xN), για όλες τις 

δυνατές τιµές των τυχαίων µεταβλητών εκφράζει την συνολική πιθανότητα και συνεπώς 

πρέπει να ισούται µε τη µονάδα. 

  1.6.7 



 

Όταν η τυχαία µεταβλητή παίρνει διακριτές τιµές, π.χ. το σύνολο των φυσικών αριθµών, η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας χάνει την χρηστική της αξία. Στην περίπτωση αυτή 

µιλούµε για συνάρτηση πιθανότητας, Pk=f(xk) όπου το xk είναι µία από τις διακριτές τιµές 

που παίρνει η τυχαία µεταβλητή x.  

Στα επόµενα θα συναντήσουµε την συνάρτηση πιθανότητας Poisson, που εκφράζει την 

πιθανότητα η (θετική και ακέραια) τυχαία µεταβλητή n να πάρει κάποια ως τιµή κάποιον 

από τους φυσικούς αριθµούς. Ο συναρτησιακός τύπος της Poissonian είναι: 

  1.6.8 

όπου µ είναι θετική παράµετρος 

Επειδή, πάντοτε, η συνολική πιθανότητα θα πρέπει να είναι ίση µε την µονάδα, θα πρέπει 

να ισχύει ότι: 

 
 

Ορίζουµε ως αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας (cumulative distribution function), 

F(y), της τυχαίας µεταβλητής Χ, µε συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας f(x), την 

πιθανότητα η τυχαία µεταβλητή να πάρει τιµή µικρότερη ή ίση από την τιµή y. 

    1.6.9 

Από την σχέση ορισµού 1.6.9 έπεται ότι F(-¥)=0 και ότι F(¥)=1. 

Επίσης από τη ίδια σχέση ορισµού έπονται οι ακόλουθες ιδιότητες της αθροιστικής 

συνάρτησης πιθανότητας: 

1 0£ F(y) £1 

2 Η συνάρτηση F(y) είναι µονοτονική αύξουσα συνάρτηση 

3 P(a£ x £b)=F(b)-F(a) 

4 Εάν η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας είναι ασυνεχής στο λ τότε η πιθανότητα 

η τυχαία µεταβλητή να πάρει την τιµή λ δίνεται από τη σχέση: 

 



1 Εάν η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας είναι συνεχής τότε η πιθανότητα η 

τυχαία µεταβλητή να πάρει την τιµή λ είναι µηδέν: P(x=λ)=0 

 

Ερώτηση:  Αποδείξετε τις ιδιότητες της αθροιστικής συνάρτησης πιθανότητας 

Υπόδειξη: Οι ιδιότητες είναι συνέπεια της σχέσης 1.6.9 και αποδεικνύονται εύκολα. Για 

να κατανοήσετε εύκολα την περίπτωση όπου η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας είναι 

ασυνεχής στο y=λ, θεωρήσετε ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής x έχει την ακόλουθη συναρτησιακή µορφή: 

 
και υπολογίσετε την F(y) σύµφωνα µε την σχέση 1.6.9 

Η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας, θεωρείται από τους στατιστικούς η κατ’ εξοχήν 

ουσιώδης συνάρτηση. Το βασικό επιχείρηµα αναφέρεται στο γεγονός ότι η συνάρτηση 

αυτή αναφέρεται σε πιθανότητα και όχι σε πυκνότητα πιθανότητας. Παρ’ όλα αυτά, για τις 

επόµενες εφαρµογές θα χρησιµοποιήσουµε την πυκνότητα πιθανότητας. 

 

 

1.7  Μετασχηµατισµός των µεταβλητών 

 Ας υποτεθεί ότι f(x) είναι µία (γνωστή) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής Χ.. Θα θέλαµε να υπολογίσουµε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας g(y), 

της τυχαίας µεταβλητής Υ, που προκύπτει από έναν µετασχηµατισµό της µορφής y=h(x).  

Έστω µία περιοχή δυνατών τιµών της µεταβλητής Χ, [x, x+dx]. Μέσω του 

µετασχηµατισµού y=h(x), η περιοχή τιµών της Χ µετασχηµατίζεται στην περιoχή [y,y+dy] 

της µεταβλητής Υ. Εάν ο µετασχηµατισµός είναι ένα προς ένα , η πιθανότητα η τίµη της 

µεταβλητής Χ να ανήκει στο διάστηµα [x, x+dx] θα πρέπει να είναι ίση µε την πιθανότητα 

η τιµή της µεταβλητής Υ να ανήκει στην περιοχή τιµών [y,y+dy. Θα πρέπει δηλαδή να 

ισχύει η επόµενη ισότητα: 

 g(y)dy=f(x)dx   1.7.1 

Αλλά dy=dh(x) και συνεπώς η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας g(y) εκφράζεται ως:  



  1.7.2 

όπου χρησιµοποιήσαµε την απόλυτο τιµή για να διασφαλίσουµε ότι η πιθανότητα θα είναι 

θετική. 

 

Αν ο µετασχηµατισµός δεν είναι ένα προς ένα, δηλαδή υπάρχουν περισσότερα του ενός x 

τα οποία αντιστοιχούν στο ίδιο y:      1.7.3 

Τότε η 1.7.2 γενικεύεται ως:       όπου y=h(xi )  1.7.4 

 

Η σχέση 1.7.2, εύκολα γενικεύεται για την περίπτωση κοινών συναρτήσεων πυκνότητας 

πιθανότητας πολλών µεταβλητών.  

Έστω οι τυχαίες µεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3, …,ΧN µε κοινή συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας την f(x1, x2, x3, …,xN). Έστω οι ένα προς ένα µετασχηµατισµοί: 

 1.7.5 

Αναζητούµε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, , των τυχαίων 

µεταβλητών, . 

Επειδή ο µετασχηµατισµός είναι ένα προς ένα,  

η πιθανότητα η µεταβλητή Χ1 να παίρνει τιµές από το διάστηµα [x1,x1+dx1] και συγχρόνως 

η µεταβλητή Χ2 να παίρνει τιµές από το διάστηµα [x2,x2+dx2] και η µεταβλητή Χ3 να 

παίρνει τιµές από το διάστηµα [x3,x3+dx3] κ.ο.κ,  ισούται  



µε την πιθανότητα η µεταβλητή Υ1 να παίρνει τιµές από το διάστηµα [y1,y1+dy1] και 

συγχρόνως η µεταβλητή Y2 να παίρνει τιµές από το διάστηµα [y2,y2+dy2] και η µεταβλητή 

Y3 να παίρνει τιµές από το διάστηµα [y3,y3+dy3] κ.ο.κ . 

 

 

όπου  είναι η Jacobian ορίζουσα:  

 

Συνεπώς :  

Όπου χρησιµοποιούµε την απόλυτη τιµή για να διασφαλίσουµε ότι η πυκνότητα 

πιθανότητας παίρνει θετικές τιµές. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρώτηση 1.4 : Ένα σύνηθες πρόβληµα πιστοποίησης σωµατιδίων έχει ως εξής : 

Έστω ότι µία  δέσµη σωµατίων, η οποία  αποτελείται  95% από πιόνια και 5% από Καόνια. Τα σωµάτια 

διέρχονται δια µέσου ανιχνευτικής διάταξης την οποία σχεδιάσαµε να  διεγείρεται από τα πιόνια αλλα όχι απο τα 

Καόνια. Πρακτικά, η ανιχνευτική µας διάταξη είναι 90% αποδοτική  στην ανίχνευση πιονίων, αλλά επίσης έχει 

και πιθανότητα 6% να αναγνωρίσει ένα Καόνιο ώς πιόνιο. Ποιά είναι η πιθανότητα κάθε φορά που ο µετρητής 

δίεγείρεται από ένα σωµάτιο, το σωµάτιο αυτό να είναι πιόνιο ;  

 

Ποια είναι η πιθανότητα ένα Καόνιο να έχει διεγείρει τον ανιχνευτή, δοθέντος ότι όντως ο 

ανιχνευτής έχει διεγερθεί; 

1.3.2 Ποια είναι η πιθανότητα για ένα πιόνιο να περάσει µέσα από τον ανιχνευτή χωρίς να 

τον διεγείρει; 

1.3.3 Πρακτικά ούτε τα συστατικά της δέσµης είναι γνωστά ούτε οι αποδοτικότητες είναι 



γνωστές. Τι προτείνετε; 

1.3.4 Διατυπώσετε και λύσετε το αντίστοιχο πρόβληµα στην περίπτωση επιλογής 

υπαλλήλων, σύµφωνα µε κάποια µέθοδο. Η µέθοδος επιλογής  έχει αποδοτικότητα 70% να 

αναγνωρίζει τον κατάλληλο υπάλληλο και 20% πιθανότητα να κατατάσσει τους άνδρες 

στην κατηγορία των καταλλήλων υπαλλήλων ανεξάρτητα από τα προσόντα τους. Το 

δείγµα από το οποίο πρέπει να γίνει η επιλογή αποτελείται απο 40% άνδρες, 60% ικανούς 

υποψηφίους και το πραγµατικό ποσοστό καταλληλότητας είναι το ίδιο σε γυναίκες και 

άνδρες. 

 

Πρόβληµα 1.3.7: Στο προηγούµενο παράδειγµα τα δυνατά σενάρια αναφερόταν σε µία 

µόνο παθογόνο αιτία (η νόµισµα κάλπικο ή ο Μάκης κλέβει). Βρείτε την πιθανότητα το 

αποτέλεσµα να ωφείλεται στις ικανότητες του Μάκη εάν: 

α) στην αγορά κυκλοφορούν 0.001 κάλπικα και η πιθανότητα ο Μάκης να κλέβει είναι 

0.03. 

β) όταν επιπλέον των δεδοµένων του σκέλους α), ο Μάκης κατορθώνει να φέρει κεφάλια 

µόνο το 96% των περιπτώσεων. 

 

 

 
Πρόβληµα 1.5.1: Εάν η τυχαία µεταβλητή x, έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την 

f(x), ποιά είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της y=x2; 

 

 

 

 



1.8   Αναµενόµενη τιµή και τετραγωνική απόκλιση 

 

Ας υποτεθεί ότι µετρούµε την ορµή (στα επόµενα την συµβολίζουµε µε p)  των 

ηλεκτρονίων, που χρησιµοποιούνται για θεραπευτικούς σκοπούς (ακτινοβολήσεις) σε 

κάποιο νοσοκοµείο. Χρησιµοποιούµε, για τον λόγο αυτό, µία µετρητική συσκευή1 η 

οποία παρεµβάλλεται κάθετα στην διεύθυνση των ηλεκτρονίων που εξέρχονται από τον 

επιταχυντή.  

Δεν θα πρέπει να µας εκπλήσσει το γεγονός ότι, αν και µας έχουν διαβεβαιώσει ότι ο 

επιταχυντής επιταχύνει ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο όλα τα ηλεκτρόνια, βρίσκουµε 

διαφορετικές τιµές για την ορµή των ηλεκτρονίων. Στην συντριπτική τους πλειοψηφία, 

τα αποτελέσµατα επαναλαµβανόµενων µετρήσεων του ιδίου µεγέθους είναι 

διαφορετικά κάθε φορά. Το αποτέλεσµα της µέτρησης είναι µία τυχαία µεταβλητή και 

η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f(p), συνήθως καλείται διακριτική ικανότητα 

της µετρητικής συσκευής. Δηλαδή, η ποσότητα f(p0)dp εκφράζει την πιθανότητα η 

µέτρηση µας να βρίσκεται µεταξύ p0 και p0+dp.   

 

Ας υποθέσουµε ότι µας ενδιαφέρει να µελετήσουµε   την ενέργεια (στα επόµενα θα την 

συµβολίζουµε µε ε) των ηλεκτρονίων. Θα υποθέσουµε ακόµα ότι γνωρίζουµε µε πολύ 

µεγάλη ακρίβεια την µάζα, m ,του ηλεκτρονίου. 

Θα χρησιµοποιήσουµε την σχέση της Ειδικής Σχετικότητας (c είναι η ταχύτητα του 

φωτός στο κενό) 

  1.8.1 

που συνδέει την ενέργεια µε την µάζα και την ορµή για να υπολογίζουµε την ενέργεια 

κάθε ηλεκτρονίου αφού έχουµε µετρήσει την ορµή του, p.  Η σχέση 1.8.1 είναι σχέση 

µετασχηµατισµού, όπως η σχέση 1.7.1 της προηγούµενης παραγράφου. Η  ενέργεια, ε, 

είναι και αυτή τυχαία µεταβλητή διότι η τιµή της καθορίζεται µέσω της 1.8.1 από την 

τιµή της µέτρησης της ορµής, p. H συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της ενέργειας, 

g(ε), εκφράζεται σύµφωνα µε την 1.7.2, ώς2:  

    1.8.2 

                                                             
1 Η µέτρηση της ορµής ενός φορτισµένου σωµατίου, στηρίζεται στην καµπύλωση της τροχιάς του κατά την 
δίοδο του µέσα από µαγνητικό πεδίο. 



 

Η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής ε, (συµβολίζεται ως Ε(ε)) ορίζεται 

από την σχέση 

 1.8.3 

όπου g(ε) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και Ω δηλώνει όλο το πεδίο 

ορισµού της µεταβλητής ε. . 

Η ποσότητα 1.8.3 συνήθως ονοµάζεται και µέση τιµή του ε.  

 

Στο παράδειγµα του προσδιορισµού της ενέργειας των ηλεκτρονίων, επειδή η ενέργεια  

παίρνει θετικές τιµές, η σχέση 1.8.3 γράφεται ως: 

  

 

 

Με λίγο περισσότερη άλγεβρα, χρησιµοποιώντας τις 1.8.3 και 1.8.2, καταλήγουµε ότι: 

 1.8.4 

 

 

Η σχέση 1.8.4  εκφράζει την αναµενόµενη τιµή του ε ώς προς την συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας του p, f (p), εφ' όσον η ε είναι συνάρτηση του p. 

Το αποτέλεσµα 1.8.4 έχει γενική ισχύ, για κάθε τυχαία µεταβλητή που είναι συνάρτηση 

άλλης τυχαίας µεταβλητής (ή άλλων τυχαίων µεταβλητών). 

  

Η αναµενόµενη τιµή µιας, µονοτονικής συνάρτησης ε(x) µιας τυχαίας µεταβλητής 

x µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x) δίνεται από  

                                   1.8.5 

Η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής x, σύµφωνα µε την 1.8.5 είναι: 

                                                                                                                                                                              
2 Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, επειδή το µέτρο της ορµής, p, και η ενέργεια, ε, είναι πάντα θετικές 
ποσότητες  η σχέση µετασχηµατισµού 1.8.1 είναι σχέση ένα προς ένα. 



     1.8.6 

 

Ορισµός: 

Η αναµενόµενη τιµή της µεταβλητής (x-Ε(x))2 καλείται διασπορά (ή τετραγωνική 

απόκλιση) και σύµφωνα µε την 1.8.5 εκφράζεται ως:  

 1.8.7 

 

 

Προσέξτε ότι και οι δύο αναµενόµενες τιµές (µέση τιµή και τετραγωνική απόκλιση) 

είναι αριθµοί και όχι συναρτήσεις των τυχαίων µεταβλητών.  

 

Η τετραγωνική απόκλιση, ή διασπορά, µίας µονοτονικής συνάρτησης, έστω ε(x), της 

τυχαίας µεταβλητής x µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f(x), δίνεται από την 

σχέση: 

  1.8.8 

 

Για να αποκτήσετε φυσικο-γεωµετρική εποπτεία των εννοιών της µέσης τιµής και 

τετραγωνικής απόκλισης φανταστείτε ένα σώµα που εκτείνεται σε µία µόνο διάσταση, 

x, (ευθύγραµµη ράβδο αµελητέου πάχους) µε πυκνότητα κατανοµής της µάζας του f(x) 

και µάζα ίση µε την µονάδα.. Η µέση τιµή όπως ορίσθηκε στην 1.8.6 αντιστοιχεί στην 

συντεταγµένη του κέντρου µάζας, ενώ η τετραγωνική διασπορά, της σχέσης 1.8.7, 

είναι αντίστοιχος της ροπής αδρανείας ώς προς άξονα που περνά από το κέντρο µάζας.  

 

Εάν η τυχαία µεταβλητή παίρνει διακριτές τιµές, η µέση τιµή και η διασπορά, ή 

τετραγωνική απόκλιση, ορίζονται σαν αθροίσµατα πάνω σε όλες τις δυνατές τιµές 

( ) της τυχαίας µεταβλητής : 

  1.8.9 

 

 



 

Η έκφραση για την διασπορά, σχέση 1.8.7, µπορεί να απλοποιηθεί περισσότερο. 

Πράγµατι, 

 1.8.10 

Ερώτηση: Δείξετε ότι η σχέση 1.8.8 απλοποιείται ως εξής: 

 1.8.11 

 

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι η αναµενόµενη τιµή είναι ένας γραµµικός τελεστής. 

 Εάν λ(x) και  k(x) είναι δύο τυχαίες µεταβλητές, οι οποίες ορίζονται σαν µονοτονικές 

συναρτήσεις της τυχαίας µεταβλητής x µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την 

f(x), είναι εύκολο να δείξουµε ότι για κάθε ζευγάρι πραγµατικών αριθµών  a και b 

ισχύει ότι: 

  1.8.12 

Ερώτηση : Να αποδειχθεί η σχέση 1.8.12 

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήσετε την σχέση 1.8.5 για να εκφράσετε ως ολοκληρώµατα τα 

δύο µέλη της έκφρασης 1.8.12 

 

Η έννοια της αναµενόµενης τιµής και της διασποράς µπορεί εύκολα να γενικευθεί και 

σε περιπτώσεις περισσότερης της µίας τυχαίων µεταβλητών. 

Έστω ότι η f(x,y) είναι η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δύο τυχαίων 

µεταβλητών x, και y. Ας θεωρήσουµε επίσης ότι g(x,y) είναι µία συνάρτηση των 

παραπάνω µεταβλητών3.  Οι επόµενες σχέσεις είναι γενικεύσεις των ορισµών που 

δώσαµε ενωρίτερα σ’  αυτή την παράγραφο. 

                                                             
3 Στο προηγούµενο παράδειγµα της δέσµης ηλεκτρονίων µετρούσαµε µόνο την ορµή και υποθέσαµε ΄τι 
ξέρουµε την µάζα του ηλεκτρονίου µε µεγάλη ακρίβεια. Ας υποτεθεί ότι τώρα µετρούµε την ορµή και 
την ενέργεια κάθε ηλεκτρονίου, και θέλουµε να υπολογίσουµε την µάζα του ηλεκτρονίου. 
Αντιστοιχίζουµε τα x, y σε p, ε αντίστοιχα. 

 

η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών p και ε. 



 

1.8.1 

 

 

 

 

 

1.9  Συνδιασπορά 

Ας παραστήσουµε µε Χ το αποτέλεσµα  της τυχαίας και ισοπίθανης επιλογής µίας 

ηµέρας της εβδοµάδας. Προφανώς η τυχαία µεταβλητή Χ παίρνει µία τις ακόλουθες 

«διακριτές τιµές»: {Δευτέρα, Τρίτη, Τετάρτη, Πέµπτη, Παρασκευή, Σάββατο, 

Κυριακή}.  

 

Ερώτηση: Δείξετε ότι η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι: 

f(xk)=1/7 

 

Ας παραστήσουµε επίσης µε Υ το αποτέλεσµα της παρατήρησης του ύψους των 

βροχοπτώσεων κατά την διάρκεια της ηµέρας . Για απλότητα ας υποθέσουµε ότι η 

τυχαία µεταβλητή Υ παίρνει µία από τις δύο διακριτές τιµές {0,1},όπου y=0 σηµαίνει 

ότι δεν έβρεξε καθόλου ενώ y=1 σηµαίνει ότι έβρεξε. 

 

                                                                                                                                                                              
 



Ερώτηση: Κατά την διάρκεια είκοσι ετών, όπου οι κλιµατικές συνθήκες ενός τόπου 

διατηρούνται σταθερές, έβρεξε συνολικά 1825 ηµέρες. Δείξετε ότι η συνάρτηση 

πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Υ είναι:  

 

Εάν συµβολίσουµε µε P(xk,yn) (όπου k=1,2 και n=1,2,3,4,5,6,7) την κοινή συνάρτηση 

πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ, εύκολα αποδεικνύεται η αλήθεια της 

επόµενης πρότασης: 

P(0,Δευτέρα)=P(0, Τρίτη)=P(0,Τετάρτη)=P(0,Πέµπτη)=P(0,Παρασκευή)=P(0, Σάββατο)= P(0, Κυριακή) 1.9.1 

Πράγµατι η πιθανότητα βροχόπτωσης είναι ανεξάρτητη4 της ηµέρας της βδοµάδας που 

διανύουµε.  

 

Ερώτηση: Κάνοντας χρήση της σχέσης 1.9.1, δείξετε ότι: P(xk,yn)=f(xk)⋅g(yn)  (k=1,2 

και n=1,2,3,4,5,6,7) όπου οι συναρτήσεις πιθανότητας f(xk) και g(yn)  ορίσθηκαν στις 

δύο προηγούµενες Ερωτήσεις 

 

Έστω τώρα η τυχαία µεταβλητή, Ζ, που αντιστοιχεί σε µία ισοπίθανη επιλογή µηνός. 

Προφανώς η τυχαία µεταβλητή Ζ παίρνει διακριτές τιµές (έναν από τους δώδεκα 

µήνες, π.χ. z3=Μάρτιος) και η συνάρτηση πιθανότητας επιλογής ενός µηνός θα είναι: 

w(zm)=1/12 για m=1,2,…,12. 

Η κοινή συνάρτηση πυκνότητας των µεταβλητών Υ και Ζ δεν εµφανίζει ανάλογη 

ιδιότητα µε αυτή της σχέσης  1.9.1. Πράγµατι,  

R(0,Ιούνιος)≠R(0,Νοέµβριος) 1.9.2 

Το προηγούµενο παράδειγµα κατέληξε στην παρατήρηση ότι όταν µία µέτρηση αφορά 

περισσότερες από µία τυχαία µεταβλητή δεν είναι απαραίτητο οι τυχαίες µεταβλητές 

να είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες.  Το αντίθετο µάλιστα, στη συντριπτική πλειοψηφία 

των πειραµάτων που εκτελούµε οι, συγχρόνως, µετρούµενες τυχαίες µεταβλητές 

αλληλεξαρτούνται. 

 

                                                             
4 Το επιχείρηµα δεν είναι απολύτως σωστό. Η πιθανότητα βροχής εξαρτάται από την συγκέντρωση ρύπων στην 
ατµόσφαιρα. Στο παλιό οµιχλώδες Λονδίνο έβρεχε λιγότερο τις Κυριακές. 



Ερώτηση: Κάνοντας χρήση της σχέσης 1.9.2, δείξετε ότι: R(xk,yn)≠f(xk)⋅w(yn)  (k=1,2 

και n=1,2,…,12) όπου f(xk) και w(yn) είναι οι συναρτήσεις πιθανότητας . 

 

Η αλληλεξάρτηση επιβάλλεται συνήθως από νόµους διατήρησης. Σαν παράδειγµα 

φανταστείτε την έκρηξη µιας οβίδας κατά την οποία ελευθερώνεται συνολική ενέργεια, 

Ε, η οποία µοιράζεται σε τρία θραύσµατα. Μπορούµε, εάν ξέρουµε τις µάζες των 

θραυσµάτων, να υπολογίσουµε την πιθανότητα το θραύσµα Α να έχει κινητική 

ενέργεια ίση µε τα (ας πούµε) ¾ της απελευθερωµένης ενέργειας, Ε. Οµοίως µπορούµε 

να υπολογίσούµε την πιθανότητα το θραύσµα Β να έχει κινητική ενέργεια ίση µε τα  ¾ 

της απελευθερωµένης ενέργειας Ε. Αλλά η πιθανότητα κάθε ένα από τα θραύσµατα, Α 

και Β, να έχουν συγχρόνως κινητικές ενέργειες ίσες µε τα ¾ της απελευθερωµένης 

ενέργειας είναι προφανώς µηδέν. 

Θα πρέπει όµως  να σηµειωθεί ότι σε πολλές περιπτώσεις, αυτή καθ΄ εαυτή η 

διαδικασία της µέτρησης επιβάλλει την αλληλεξάρτηση5 µεταξύ των, συγχρόνως 

µετρουµένων, ποσοτήτων. .  

Γενικά οι τυχαίες µεταβλητές π.χ. Ν φυσικές ποσότητες που 

προσδιορίζονται συγχρόνως σε ένα πείραµα, είναι δυνατόν είτε να είναι αµοιβαία 

ανεξάρτητες ή να αλληλεξαρτώνται.  

 

                                                             
5 Σαν παράδειγµα φανταστείτε ότι θέλετε να µετρήσετε την συντεταγµένη της θέσης ενός 
απειροελάχιστου αντικειµένου, το οποίο κινείται ευθύγραµµα και οµαλά παράλληλα µε τον άξονα Χ, 
χρησιµοποιώντας µία δέσµη ακτίνων Χ. Προκειµένου να επιτύχετε την µεγίστη ακρίβεια θα πρέπει το 
µήκος κύµατος, λ, των ακτίνων Χ (οι ακτίνες Χ είναι ηλεκτροµαγνητικό κύµα, φως µεγάλης συχνότητας) 
να είναι µικρότερο των διαστάσεων, d, του αντικειµένου. 

λ≤d    1.9.1.α 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι θα θέλαµε τώρα να µετρήσουµε συγχρόνως και την ταχύτητα του αντικειµένου. 
Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει να µετρήσουµε µε µεγάλη ακρίβεια τις συντεταγµένες θέσεις, x1 και  x2, 
στις οποίες βρίσκεται το αντικείµενο τις χρονικές στιγµές, t1 και  t2, και στην συνέχεια να υπολογίσουµε 
την ταχύτητα, v, ως:             v=(x2-x1)/t2-t1). 
 Είναι σαφές ότι, µε την προϋπόθεση ότι διαθέτουµε ακριβές χρονόµετρο, θα πρέπει να εξασφαλίσουµε 
την συνθήκη 1.9.1.α προκειµένου να επιτύχουµε µεγάλη ακρίβεια στην µέτρηση της θέσης. Είναι 
γνωστό ότι προκειµένου να ελαχιστοποιήσουµε το µήκος κύµατος της ακτινοβολίας θα πρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε ακτίνες Χ µεγάλης ενέργειας, Ε, διότι: 

Ε=h⋅ν= h⋅c/λ 1.9.1.β 
όπου h είναι η σταθερά του Plank, ν είναι η συχνότητα της ακτινοβολίας και c είναι η ταχύτητα του 
φωτός. Στην περίπτωση όµως αυτή, κατά την πρώτη µέτρηση της θέσης οι ενεργειακές ακτίνες Χ θα 
αλλάξουν την αρχική ταχύτητα του αντικειµένου. Το αποτέλεσµα της µέτρησης της ταχύτητας εξαρτάται 
από το αποτέλεσµα µέτρησης της θέσης. Είναι σαφές ότι όσο µεγαλύτερη ακρίβεια επιζητούµε στην 
µέτρηση της θέσης τόσο µεγαλύτερη ανακρίβεια θα έχουµε στην µέτρηση της ταχύτητας. 



Αµοιβαία ανεξάρτητες είναι οι τυχαίες µεταβλητές των οποίων η κοινή πυκνότητα 

συνάρτησης πιθανότητας, , είναι εντελώς παραγοντοποιήσιµη, 

δηλαδή: 

 1.9.3 

Σ΄ αντίθετη περίπτωση οι τυχαίες µεταβλητές καλούνται αµοιβαία εξαρτόµενες.  

 

Προκειµένου να ποσοτικοποιήσουµε τον βαθµό αµοιβαίας εξάρτησης ενός ζεύγους 

τυχαίων µεταβλητών ορίζουµε δύο νέα στατιστικά µεγέθη: την συνδιασπορά και τον 

συντελεστή συσχετισµού (ή συντελεστή συσχέτισης). 

 

Για κάθε ζεύγος, (xi,xj), των τυχαίων µεταβλητών  µε κοινή 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την , ορίζουµε ως 

συνδιασπορά (covariance) την ποσότητα: 

    1.9.4 

 

και ως συντελεστή  συσχετισµού  (correlation coefficient) την ποσότητα: 

 1.9.5 

 όπου µi και µj είναι οι αναµενόµενες τιµές (µi=E(xi), µj=E(xj)) και ενώ σi και σj 

είναι οι τετραγωνικές ρίζες της διασποράς (  )των 

τυχαίων µεταβλητών xi και xj  αντίστοιχα (βλέπε σχέση 1.8.1) 

 

Η σχέση 1.9.4 µε απλές πράξεις καταλήγει στην έκφραση: 

        1.9.6 

Όπως θα δείξετε στις ασκήσεις αυτοαξιολόγησης η απόλυτη τιµή του συντελεστή 

συσχετισµού είναι µικρότερη της µονάδος: 

  1.9.7 

 



 

 

 

 

 

 

1.10 Αµοιβαία εξαρτηµένες και αµοιβαία ανεξάρτητες µεταβλητές 

Στην προηγούµενη υποενότητα, µε την σχέση 1.9.3, δώσαµε χωρίς απόδειξη την 

συνθήκη αµοιβαίας ανεξαρτησίας ζεύγους τυχαίων µεταβλητών.  

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας θα αποδείξουµε την σχέση αµοιβαίας ανεξαρτησίας 

για την περίπτωση δύο τυχαίων µεταβλητών, X1 και Χ2, µε κοινή συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας f(x1,x2). 

Θα καλούµε µε το σύµβολο f(x2|x1) την υπό συνθήκη πυκνότητα πιθανότητας,  η 

τυχαία µεταβλητή Χ2 να πάρει την τιµή x2 ενώ η µεταβλητή Χ1 έχει τιµή ίση µε x1.  Θα 

συµβολίζουµε µε f2(x2) (αντίστοιχα f1(x1))  την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

της µεταβλητής Χ2 (αντίστοιχα Χ1) να πάρει τιµή ίση µε x2 (αντίστοιχα x1) ανεξάρτητα 

µε την τιµή που παίρνει η µεταβλητή Χ1 (αντίστοιχα Χ2).  Προφανώς: 

  1.10.1 

 

Συνήθως η συνάρτηση f2(x2) (αντίστοιχα f1(x1)) καλείται οριακή (marginal) 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 

 

Ερώτηση: Δείξετε ότι  

Υπόδειξη:  Χρησιµοποιήσετε την 1.10.1 και το γεγονός ότι εξ ορισµού 

 

 

Συνδυασµός των εκφράσεων 1.10.1 καταλήγει στην ακόλουθη σχέση: 

1.10.2 



Εάν η τυχαία µεταβλητή Χ2 δεν εξαρτάται από την µεταβλητή Χ1 τότε η πιθανότητα να 

πάρει την τιµή x2  (ή η πυκνότητα πιθανότητας της Χ2 στην περιοχή τιµών [x2,x2+dx2]) 

είναι η ίδια, ανεξάρτητα της τιµής x1 της τυχαίας µεταβλητής Χ1. Συνεπώς, η υπό 

συνθήκη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x2|x1) δεν εξαρτάται από το x1, ώστε η 

1.10.1 να γράφεται ως: 

  1.10.3 

Αντικαθιστώντας την 1.10.3 στην 1.10.1 καταλήγουµε ότι: 

  1.10.4 

 

Αξίζει τον κόπο να µας απασχολήσουν τα ακόλουθα δύο θεωρήµατα που σχετίζονται 

µε την περίπτωση της αµοιβαίας ανεξαρτησίας δύο τυχαίων µεταβλητών. 

 

Θεώρηµα: Οι τυχαίες µεταβλητές Χ1 και Χ2, που παίρνουν τιµές στο Ω και έχουν  

κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f(x1,x2), είναι αµοιβαία ανεξάρτητες εάν  

   f(x1,x2)=g(x1)⋅h(x2) 1.10.5 

όπου g(x1)≥0 και h(x2)≥0  για κάθε x1,x2∈Ω 

Απόδειξη: 

Από την συνθήκη ανεξαρτησίας, που ορίσαµε µε την 1.10.4, είναι σαφές ότι η κοινή 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δύο αµοιβαίως ανεξαρτήτων τυχαίων µεταβλητών 

πάντα γράφεται µε την  µορφή 1.10.5, δεδοµένου ότι οι οριακές συναρτήσεις είναι εξ 

ορισµού µεγαλύτερες ή ίσες από τη µηδέν (f1(x1) ≥0 και f2(x2) ≥0) 

 

Έστω ότι η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας γράφεται µε την µορφή 1.10.5. 

Θα πρέπει να επισηµάνουµε ότι οι συναρτήσεις g και h δεν είναι συναρτήσεις 

πυκνότητας πιθανότητας (π.χ. δεν είναι αναγκαίο το ολοκλήρωµα τους να ισούται µε 

µονάδα) απλώς είναι θετικές συναρτήσεις. 

  1.10.6 



Αντικαθιστώντας την 1.10.6 στην 1.10.5 καταλήγουµε ότι: 

     1.10.7 

Επειδή η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας γράφεται ως γινόµενο των 

οριακών συναρτήσεων, f1  και f2, έπεται ότι οι τυχαίες µεταβλητές είναι αµοιβαία 

ανεξάρτητες.  

 

 

Θεώρηµα: Εάν οι τυχαίες µεταβλητές Χ1 και Χ2, που παίρνουν τιµές στο Ω και έχουν  

κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f(x1,x2), είναι αµοιβαία ανεξάρτητες, 

τότε για τις συναρτήσεις u(x1) και v(x2) θα ισχύει ότι: 

  1.10.8 

µε την προϋπόθεση ότι υπάρχουν οι µέσες τιµές. 

Απόδειξη:  

Επειδή οι τυχαίες µεταβλητές είναι αµοιβαία ανεξάρτητες, εφαρµόζοντας την σχέση 

ορισµού της αναµενόµενης τιµής  καταλήγουµε ότι: 

 

 1.10.9 

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι σ΄ αυτή την περίπτωση ο συνδυασµός των σχέσεων 

1.9.6 και 1.10.9, µε u(x1)= x1 και v(x2)= x2, καταλήγει ότι: 

     1.10.10 

 

 

 



Παράδειγµα 1.10.1 : Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,  f (x), 

της τυχαίας µεταβλητής Χ  είναι άρτια (f (x) = f (-x)). Έστω ακόµη η τυχαία µεταβλητή 

Υ, οι τιµές της οποίας είναι: y=x2. Προφανώς οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ δεν είναι 

ανεξάρτητες µεταξύ τους, αντίθετα είναι συναρτησιακά εξαρτηµένες.  

Είναι εύκολο να δείτε ότι η συνάρτηση x·f(x) καθώς και η συνάρτηση x3·f(x) είναι 

περιττές συναρτήσεις ενώ η συνάρτηση x2·f(x) είναι άρτια, ώστε: 

 1.10.11 

Συνεπώς :                                        Ε(x) E(y) = 0    1.10.12 

 

Επίσης :                                          1.10.13 

 

Αντικαθιστώντας στην σχέση 1.9.6 τις σχέσεις 1.10.12 και 1.10.13 καταλήγουµε ότι: 

cor(x,y)=0 

Στο παράδειγµα αυτό συναντούµε τυχαίες µεταβλητές µε τιµές συναρτησιακά 

εξαρτηµένες οι οποίες όµως στατιστικά έχουν συνδιασπορά ίση µε µηδέν. Συνήθως 

καλούµε αυτές τις µεταβλητές  µη συσχετισµένες. 

 

 

 

1.11  Σύγχρονη µέτρηση της πίεσης και της θερµοκρασίας ιδανικού αερίου 

 



1.12   Γραµµικές συναρτήσεις τυχαίων µεταβλητών 

  

Όπως ήδη αναφέραµε, όλες οι συναρτήσεις τυχαίων µεταβλητών, y=y(x1,x2,…xN), 

είναι και αυτές τυχαίες µεταβλητές. Συνήθως σε µία µετρητική διαδικασία επιτελούµε 

ταυτόχρονες µετρήσεις Ν διαφορετικών µεγεθών, και θέλουµε να  υπολογίσουµε 

κάποιο άλλο µέγεθος το οποίο είναι συνάρτηση των Ν άµεσα µετρούµενων 

µεταβλητών.  

 

Παράδειγµα 1.12.1. 

Η εκτίµηση του δείκτη νοηµοσύνης (IQ) µίας πληθυσµιακής κατηγορίας, σ βασίζεται στην 

µέτρηση Ν το πλήθος δεξιοτήτων (οι Ν δεξιότητες αντιστοιχούν στα   x1,x2,…xN)  κάθε 

µέλους της οµάδας. To IQ, κάθε µέλους, υπολογίζεται µε κάποιο συναρτησιακό τύπο από 

τις µετρούµενες δεξιότητες. Είναι διαισθητικά λογικό να υποθέσουµε ότι η αναµενόµενη  

τιµή του IQ της πληθυσµιακής κατηγορίας, αλλά και η διασπορά του IQ των ατόµων 

αυτής της πληθυσµιακής κατηγορίας, θα εξαρτάται από την αναµενόµενη τιµή και την 

διασπορά κάθε µίας από τις δεξιότητες . 

Παράδειγµα 1.12.2. 

Στην υποενότητα 1.11 δείξαµε ότι η µέτρηση της παγκόσµιας σταθεράς των ιδανικών 

αερίων, R, ακολουθεί την κατανοµή της σχέσης ..... µε µέση τιµή που δίνεται από την 

σχέση...... Η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής R δίνεται...  

 

Ας εξετάσουµε κατ΄ αρχήν, την περίπτωση που αφορά τυχαίες µεταβλητές οι οποίες 

είναι γραµµικές συναρτήσεις άλλων τυχαίων µεταβλητών, της µορφής:  

 

                                      1.12.1 

 

Εν γένει, οι Ν τυχαίες µεταβλητές,{x1,x2,…xN}, έχουν κοινή συνάρτηση πυκνότητας 

pιθανότητας f(x1,x2,…xN) µε µέσες τιµές {µ1,µ2,…µN}, τετραγωνικές αποκλίσεις 

{V(x1),V(x2),…V(xN)} και συνδιασπορές  cov(xi,xj ), που δίνονται από τις σχέσεις: 



      1.12.2 

 

Η αναµενόµενη τιµή της συνάρτησης y, είναι: 

 

       1.12.3 

 

 

 

Η διασπορά της  γραµµικής συνάρτησης,  ,  

εκφράζεται συναρτήσει των αποκλίσεων των τυχαίων µεταβλητών {x1,x2,…xN }ως6 : 
 

 1.12.4 

 

Επειδή όµως ισχύει ότι: 
 

                                                             
6 Στα επόµενα, για λόγους συντοµίας θα χρησιµοποιούµε τα σύµβολα για να δηλώσουµε 

αθροίσµατα του τύπου:  



   1.12.5 

 

 

η σχέση 1.12.4 καταλήγει ότι 
 

 

   1.12.6 

 

Εισάγοντας στην 1.12.6 την τετριµµένη  ισότητα: 

 

        1.12.7 

καταλήγουµε ότι:  

 



   1.12.8 

 

Η διασπορά της γραµµικής συνάρτησης, ,  των 

τυχαίων µεταβλητών {x1,x2,…xN}, εκφράζεται συναρτήσει των τετραγωνικών 

αποκλίσεων  και της συνδιασποράς (ανά δύο) των τυχαίων µεταβλητών 

{x1,x2,…xN},    ως ακολούθως: 

 

   1.12.9 

Η σχέση 1.12.9 µπορεί να γραφεί µε τις ισοδύναµες µορφές: 

 

   1.12.10 

Είναι απλό να δείξει κανείς ότι εάν οι τυχαίες µεταβλητές, {x1,x2,…xN}, είναι 

αµοιβαία ανεξάρτητες τότε η διασπορά της γραµµικής συνάρτησης, 

, θα ισούται µε: 



 

     1.12.11 

 

 

 

Παράδειγµα 1.12.3 

Θεωρείστε την περίπτωση όπου οι τυχαίες µεταβλητές xi είναι Ν ανεξάρτητες δοκιµές 

(επαναλήψεις) του ιδίου πειράµατος. Σ΄ αυτή την περίπτωση οι Ν τυχαίες µεταβλητές 

προέρχονται από την ίδια  συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f(x). Η κοινή συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας, g(x1,x2,…xN), θα είναι το γινόµενο: 

g(x1,x2,…xN)=f(x1)⋅ f(x2)⋅… f(xN) 1.12.12 

 Η αναµενόµενη τιµή του αποτελέσµατος κάθε δοκιµής θα ισούται µε την µέση τιµή της 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, , διότι: 

 

 

Οµοίως  η τετραγωνική απόκλιση  κάθε µέτρησης θα είναι: 

 

 

 

Στα επόµενα παριστούµε µε <x>, τον µέσο όρο των Ν παρατηρήσεων xi 



                                                

ο οποίος είναι γραµµική συνάρτηση των Ν τυχαίων µεταβλητών x i.  
Προφανώς ο µέσος όρος είναι και αυτός τυχαία µεταβλητή µε αναµενόµενη µέση 

τιµή που δίνεται από: 

                                   

Δεν χρειάζεται να ξέρουµε την ακριβή συναρτησιακή µορφή της συνάρτησης πυκνότητας 

πιθανότητας του µέσου όρου (για µεγάλο Ν είναι πολύ εύκολο να την µαντέψουµε, όπως 

θα δούµε στα επόµενα), για να υπολογίσουµε την  διασπορά, V(<x>).  

 Πράγµατι, εφαρµόζοντας την σχέση 1.12.10 καταλήγουµε ότι: 

 

 

 

Εάν οι µετρήσεις είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, όπως συµβαίνει στις περισσότερες των 

περιπτώσεων, τότε cov(xi,xj)=0, και η προηγούµενη σχέση καταλήγει στην απλή 

έκφραση:  

                                                                     1.12.12 

Η διασπορά του µέσου όρου Ν ανεξαρτήτων µετρήσεων του ιδίου φυσικού 

µεγέθους είναι Ν φορές µικρότερη από την διασπορά της µίας µέτρησης. 

 

Θα εκτιµήσουµε περισσότερο το αποτέλεσµα 1.12.12 όταν θα συνδέσουµε την έννοια του 

µετρητικού σφάλµατος µε την διασπορά των τυχαίων µεταβλητών. 

 

 

 

 

1.13 Συναρτήσεις τυχαίων µεταβλητών 

Οι  σχέσεις που καταλήξαµε στην προηγούµενη υποενότητα ισχύουν για γραµµικές 

συναρτήσεις. Στα ακόλουθα θα δώσουµε ένα πολύ χρήσιµο, πάντως προσεγγιστικό, 



µαθηµατικό τύπο για την διασπορά οποιασδήποτε συνάρτησης Ν τυχαίων 

µεταβλητών. 

 

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα σύνολο Ν τυχαίων µεταβλητών , Χ1,Χ2,...ΧΝ,  και έστω 

η τυχαία µεταβλητή Υ η τιµή της οποίας είναι συνάρτηση  των τιµών 

, των άλλων τυχαίων µεταβλητών: . 

Ας υποτεθεί επιπλέον ότι η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των 

µεταβλητών , Χ1,Χ2,...ΧΝ, είναι η  και ότι οι αναµενόµενες τιµές, οι διασπορές 

και οι συνδιασπορές των τυχαίων µεταβλητών είναι αντίστοιχα ίσες µε {µ1,µ2,…,µΝ} 

(όπου ),   (όπου ), 

cov(xi,xj) (όπου  ) 

Επί πλέον υποθέτουµε ότι η συνάρτηση  µπορεί να      

αναπτυχθεί γύρω από τα {µ1,µ2,…,µΝ} σε σειρά Taylor, δηλαδή: 

  1.13.1 

όπου χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό  

 

Εάν υπάρχει µικρή πιθανότητα οι τυχαίες µεταβλητές Χ1,Χ2,...ΧΝ, να πάρουν τιµές 

πολύ µεγαλύτερες ή µικρότερες από τις αναµενόµενες τιµές  {µ1,µ2,…,µΝ} τότε οι 

όροι, (xi-µi)κ µε κ>1, της 1.13.1 δεν συµµετέχουν σηµαντικά στο τελικό αποτέλεσµα 

(άθροισµα).  Στην περίπτωση αυτή7 µπορούµε να αγνοήσουµε όρους µεγαλύτερου 

από πρώτου βαθµού και να γράψουµε: 

   1.13.2 

Υπολογ΄ζοντας τις αναµενόµενες τιµές του αριστερού και δεξιού µέλους της 1.13.2, 

καταλήγουµε ότι:  

                                                             
7 Όταν δηλαδή η διασπορά των τυχαίων µεταβλητών είναι µικρή 



 

                                   

Η αναµενόµενη τιµή της συνάρτησης των τυχαίων µεταβλητών Χ1,Χ2,...ΧΝ, 

δίνεται από την σχέση: 

 1.13.3 

όπου {µ1,µ2,…,µΝ} είναι οι αναµενόµενες τιµές των τυχαίων µεταβλητών. 

 

Eπίσης  από τις σχέσεις 1.13.2 και 1.13.3 καταλήγουµε ότι: 

     1.13.4 

Αναπτύσσοντας το τετράγωνο του αθροίσµατος στο δεξιό µέλος της 1.13.4, 

βρίσκουµε ότι: 

      1.13.5 

 

Η διασπορά της συνάρτησης των τυχαίων µεταβλητών Χ1,Χ2,...ΧΝ, 

δίνεται από την σχέση 

      1.13.6 

 

Ερώτηση: Δείξετε ότι η σχέση 1.13.6 γράφεται ως: 



  1.13.7 

Ερώτηση: Δείξετε ότι εάν η συνάρτηση  είναι γραµµική 

συνάρτηση των τυχαίων µεταβλητών τότε η σχέση 1.13.6 συµπίπτει µε την 1.12.9 

Ερώτηση: Γράψετε την σχέση 1.13.6 για την περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές 

Χ1,Χ2,...ΧΝ, είναι αµοιβαία ανεξάρτητες. 

Κατά τον ίδιο τρόπο, εάν  και (µε ) , είναι δύο 

συναρτήσεις των N τυχαίων µεταβλητών, Χ1,Χ2,...ΧΝ, αποδεικνύεται ότι η 

συνδιασπορά τους προσεγγίζεται µε  τη σχέση: 

 

  1.13.8 

 

 

 

Ερώτηση:  Αποδείξετε την 1.13.8. Τι συµβαίνει αν οι µεταβλητές είναι ανεξάρτητες; 

Υπόδειξη: 

 

Αντικαταστήστε µε την προσέγγιση 1.13.2 και εκτελέστε τις πράξεις 

 

Παράδειγµα 1.13.1: 

Στην υποενότητα .... 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Πρόβληµα 1.6.1:  Δείξετε ότι το σ είναι πάντα θετική Αποδείξτε ότι  

Δείξετε ότι η µέση τιµή και το σ µίας µεταβλητής scale up ενώ ο συντελεστής 

συσχετισµού παραµένει αµετάβλητος 

 



1.14  Ροπές Μεγαλύτερης Τάξης. 

 
Έστω η τυχαία µεταβλητή Χ, µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x).  Η 
αναµενόµενη τιµή της νιοστής x, xn, καλείται αλγεβρική ροπή τάξης n. Γενικότερα: 

' n
n

n
n

' n
n

n
n

µ =E(x ) n τάξης αλγεβρική ροπή

µ =E([x-E(x)] ) n τάξης κεντρική ροπή

ν =E(|x| ) n τάξης απόλυτη ροπή

ν =E(|x-E(x)| ) n τάξης κεντρική απόλυτη ροπή

 1.14.1 

 
 
Οι ορισµοί 1.14.1 γενικεύοναι εύκολα και στην περίπτωση πολλών µεταβλητών. Σαν 
παράδειγµα, η αλγεβρική ροπή n τάξης ως προς x και m τάξης ως προς y, είναι: 

)yE(xµ mn'
nm ⋅=  

 
 
Καθώς όλες οι συµµετρικές, ως προς την αναµενόµενη τιµή, συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας έχουν όλες τις περιττές κεντρικές ροπές ίσες µε το µηδέν, µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε τις  κεντρικές ορµές για να εκφράσουµε ποσοτικά την ασυµµετρία 
της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας.  
Είναι εύκολο να δείξουµε ότι η κεντρική ροπή πρώτης τάξης ισούται µε το µηδέν, για 
οποιαδήποτε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι µ1=0 
Υπόδειξη: Ε([x-E(x)]1)=E(x)-E(E(x))=0 
 
Συνεπώς η τρίτη κεντρική ροπή είναι η χαµηλότερης τάξης κεντρική ροπή που µας 
δίνει πληροφορία για αυτή την ασυµµετρία. Συνήθως, προκειµένου να προκύψει 
αδιάστατος αριθµός , διαιρούµε την τρίτη κεντρική ροπή µε το σ3 ( [V(x)]3/2) και 
ορίζουµε την ασυµµετρία (skewness) ως: 
γ1=Ε([x-E(x)]3)/σ3      1.14.2 
 
Η τέταρτη κεντρική ροπή χρησιµοποιείται συνήθως για να ποσοτικοποιήσει  την 
αιχµηρότητα (sharpness)  της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. Συνήθως 
ονοµάζεται κύρτωση (cyrtosis ή kyrtosis) και ορίζεται ως: 
γ2=Ε([x-E(x)]4)/σ4 -3     1.14.3 
όπου αφαιρείται το τρία ώστε η κύρτωση να είναι µηδέν στην πείπτωση των Gaussian 
συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας. 
 
Άλλες φορές, οι ορµές κανονικοποιούνται ως προς δυνάµεις της αναµενόµενης τιµής. 
Μπορεί να δειχθεί ότι εάν όλες οι ορµές είναι γνωστές τότε η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας µπορεί να ορισθεί πλήρως από αυτές. 
 
 
1.15    Χαρακτηριστική  Συνάρτηση. 
Όπως έγινε σαφές από τα προηγούµενα, ενδιαφερόµαστε για τυχαίες µεταβλητές που 
παίρνουν πραγµατικές τιµές. Εν τούτοις µπορούµε εύκολα να ορίσουµε τυχαίες 
µεταβλητές που παίρνουν µιγαδικές τιµές. Πράγµατα εάν Χ και Υ είναι τυχαίες 



µεταβλητές µε πραγµατικές τιµές, x  και y αντίστοιχα, τότε η µεταβλητή Ζ=Χ+iΥ 
παίρνε µιγαδικές τιµές, x+iy.  Σαν παράδειγµα, η τυχαία µεταβλητή Ζ έχει 
αναµενόµενη τιµή: Ε(z)=E(x)+iE(y) 
Όπως θα δούµε στα επόµενα. η γενίκευση αυτή θα µας οπλίσει µε ένα χρήσιµο 
εργαλείο για την µελέτη των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας. 
 
Ο µετασχηµατισµός  Fourier της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, f(x), 
καλείται χαρακτηριστική συνάρτηση: 

πραγµατικόtγια)itxE(ef(x)dxitxe(t)xφ =⋅∫
∞

∞−
=    1.15.1 

 
Στην περίπτωση που η µεταβλητή παίρνει διακριτές τιµές, η χαρακτηριστική 
συνάρτηση ορίζεται ως: 

πραγµατικόtγια)itxE(eitxe
k

)f(x(t)xφ
k

k =⋅∑=  1.15.2 

 
Προφανώς η χαρακτηριστική συνάρτηση είναι µιγαδική συνάρτηση. 
 
Εάν η f(x) είναι συνεχής παντού στο πεδίο ορισµού της, τότε η χαρακτηριστική 
συνάρτηση ορίζει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  της τυχαίας µεταβλητής, 
ώς: 

dtixte(t)xφ2π
1f(x) −⋅∫= ∞

∞−
 1.15.3 

 
 
 
Στα επόµενα παραθέτουµε µερικές από τις βασικές ιδιότητες της χαρακτηριστικής 
συνάρτησης:  

• Η χαρακτηριστική συνάρτηση, φx(t),  υπάρχει για όλα τα t και επίσης ισχύει ότι: 
φ(0)=1, |φ(t)|<1. 

• Εάν φx(t) είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής x, τότε η 
χαρακτηριστική συνάρτηση της y=ax+b (όπου a και b είναι σταθερές)  είναι :  

(at)xφ
ibte(t)yφ ⋅=   1.15.4 

Ερώτηση: Αποδείξετε την σχέση 1.15.4 
Υπόδειξη: )xtiae(ibte)xtiaeibte((t)yφ

⋅⋅=⋅⋅= EE  

• Εάν X και Y είναι αµοιβαία ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, µε 
χαρακτηριστικές συναρτήσεις, φx(t) και φy(t), η χαρακτηριστική συνάρτηση της 
µεταβλητής Z=X+Y είναι: 

(t)yφ(t)xφ(t)yxφ ⋅=
+

  1.15.5 

Ερώτηση: Αποδείξετε την σχέση 1.15.5 
Υπόδειξη: Επειδή Y και  Y είναι αµοιβαία ανεξάρτητες τότε η κοινή συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας θα παραγοντοποιείται ως εξής: f(x,y)=f1(x)⋅f2(y). Συνεπώς: 

)iytE(e)ixtE(e)y)ti(xE(e(t)yxφ ⋅=+=
+

 

 



Παράδειγµα 1.15.1 
Έστω οι αµοιβαία ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3,...ΧΝ µε κοινή συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας, f(x1,x2,x3,…,xN)= f1(x1)⋅f2(x2)⋅f3(x3)…fN(xN), όπου f1(x1), 
f2(x2), f3(x3),…,fN(xN) είναι οι συναρτήσεις πυκνότητας κάθε µίας από τις τυχαίες 
µεταβλητές και φ1(t), φ2(t), φ3(t),…,φN(t)  είναι οι αντίστοιχες χαρακτηριστικές 
συναρτήσεις. Έστω ακόµα η τυχαία µεταβλητή Ζ, ώστε Ζ= Χ1+ Χ2+ Χ3+...ΧΝ 
Προκειµένου να υπολογίσουµε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Ζ, g(z), θα 
πρέπει να προβούµε στις ακόλουθες ολοκληρώσεις: 

N...dx2dx1)dxN(xNf)...2(x2f)1(x1f)N...x2x1xδ(z...g(z) ⋅⋅∫
∞

∞−
∫
∞

∞−
∫
∞

∞−
⋅−−=  

Εν γένει το ολοκλήρωµα αυτό είναι πολύπλοκο. Πολύ πιο εύκολα υπολογίζεται η 
χαρακτηριστική συνάρτηση της Ζ, Φ(t), εφαρµόζοντας την σχέση 1.15.5. Πράγµατι για 
την περίπτωση Ν µεταβλητών η 1.15.5 γράφεται ως: 

(t)N...φ(t)3φ(t)2φ(t)1φΦ(t) ⋅⋅⋅=  

Στη συνέχεια η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, g(z), υπολογίζεται ως ο 
αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier, 1.15.3, της Φ(t). 
 

• Η χαρακτηριστική συνάρτηση συνδέεται µε τις αλγεβρικές ροπές µιας 
κατανοµής ως εξής: 

( ) '
rµ0r r!

rit(t)xφ ⋅∑
∞

=
=  1.15.6 

Ερώτηση: Αποδείξετε τη σχέση 1.15.6 
Υπόδειξη: Αναλύοντας την µιγαδική συνάρτηση eitx κατά Taylor καταλήγουµε ότι: 

( ) ( ) )E(x
0r r!

rit

0r r!

ritx(t)xφ
r⋅∑

∞

=
=∑

∞

=
=  

 
Από την σχέση 1.15.6, εύκολα, συνάγουµε ότι εάν ξέρουµε µε κάποιο τρόπο 
όλες τις αλγεβρικές ορµές µπορούµε να ορίσουµε την χαρακτηριστική 
συνάρτηση φx(t) και στην συνέχεια να ορίσουµε πλήρως την συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας µε την σχέση 1.15.3. 

Ερώτηση: Δείξετε ότι 
( ) 0t

φ(t)
rdt

rd
ri

1'
rµ

=

⋅=    1.15.7 

Υπόδειξη: Υπολογίσετε την r τάξη παράγωγο και στα δύο µέλη της 1.15.6, λύσετε ως 
προς 'rµ , και θέσετε t=0 

 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι οι κεντρικές ορµές εκφράζονται ως εξής:  

( ) 0t
φ(t)µt-e

rdt

rd
ri

1
rµ

=

⋅⋅=  1.15.8 

όπου µ είναι η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής (µ=Ε(x)). 



Υπόδειξη: 
( ) ( ) ( )

rµ0r r!

rit)rµ)-E((x
0r r!

rit

0r r!

rµ)-it(x)x)it(µΕ(e(t)xφ
iµµ-e ⋅∑

∞

=
=⋅∑

∞

=
=∑

∞

=
=−=⋅  

 
 
 
 
 
 
 


