
 
 
 
 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. 
 

Μετρήσεις, Σφάλµατα και Στατιστικά Μεγέθη 



 
2.1 Εισαγωγή 
Ασχοληθήκαµε στο προηγούµενο Κεφάλαιο µε τον ορισµό µαθηµατικών εργαλείων για 
την περιγραφή της πιθανότητας ή της πυκνότητας πιθανότητας ώστε µία τυχαία 
µεταβλητή να πάρει τιµές από κάποια περιοχή του πεδίου ορισµού της. Ο στόχος µας 
είναι να χρησιµοποιήσουµε αυτά τα εργαλεία στην επεξεργασία µετρήσεων και στην 
εξαγωγή συµπερασµάτων. 
 
Ας επανέλθουµε στο παράδειγµα της υποενότητας ...... Εάν είχαµε την δυνατότητα να 
εκτελέσουµε µία σειρά άπειρων µετρήσεων θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε την 
κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των ποσοτικών εκτιµήσεων (µετρήσεων) 
της πίεσης και της θερµοκρασίας. Ακόµα όµως και στην περίπτωση που η πίεση και η 
θερµοκρασία του αερίου παραµένουν πράγµατι σταθερές και οι διακυµάνσεις των 
µετρήσεων οφείλονται αποκλειστικά σε εξωγενείς παράγοντες (ατέλεια οργάνων, 
εξωτερικοί παράγοντες κτλ), θα πρέπει να αναζητήσουµε κάποιο τρόπο για να 
εκτιµήσουµε τις «αληθείς» τιµές αυτών των φυσικών ποσοτήτων. Θα πρέπει επίσης να 
βρούµε κάποιο τρόπο για να ποσοτικοποιήσουµε την ακρίβεια µε την οποία εκτιµούµε 
τις «αληθείς» τιµές των φυσικών ποσοτήτων. 
Πολλω δε µάλλον όταν, πρακτικά, είναι αδύνατον να εκτελέσουµε άπειρο αριθµό 
µετρήσεων. Θα πρέπει να αναζητήσουµε ένα τρόπο ώστε η ποσοτικοποίηση της 
\ακρίβειας εκτίµησης των «αληθών» τιµών να εκφράζεται συναρτήσει του πλήθους των 
διαθέσιµων µετρήσεων. 
 
 
2.2 Ο νόµος των µεγάλων αριθµών  
Εστω ότι { }N21 X,,X,X …  είναι ένα σύνολο αµοιβαία ανεξάρτητων τυχαίων 
µεταβλητών, η κάθε µία µε  αναµενόµενη τιµή ίση µε µ (κοινή για όλες τις τυχαίες 
µεταβλητές) και διασπορές ίσες µε σ2

i όπου i=1,2,…N αντίστοιχα.. 
 
Ως µέσο όρο των τυχαίων αυτών µεταβλητών ορίζουµε την ποσότητα: 
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Προφανώς η ποσότητα X  που ορίσθηκε µε την σχέση 2.2.1 είναι γραµµική συνάρτηση 
τυχαίων µεταβλητών και συνεπώς είναι τυχαία µεταβλητή. 
 
Παραθέτουµε χωρίς απόδειξη1 τις δύο εκφράσεις του νόµου των µεγάλων αριθµών:  

                                                
1  Συνήθως οι Φυσικοί αισθάνονται ότι καταλαβαίνουν απόλυτα την έννοια της σύγκλισης και των 
διαδικασιών που εµπλέκουν όρια διότι είναι εξοικιωµένοι µε τις αντίσοιχες έννοιες του Διαφορικού 
Λογισµού και των εφαρµογών του στη µελέτη φυσικών φαινοµένων. Εν τούτοις στην Στατιστική η 
έννοια της σύγκλισης είναι περισσότερο πολύπλοκη εκ του γεγονότος ότι µπορεί να ορισθεί µόνο 
πιθανοκρατικά η τιµή της τυχαίας µεταβλητής. Για περισσότερες λεπτοµέρειες ο αναγνώστης µπορεί να 



  
 
Ο ΑΣΘΕΝΗΣ ΝΟΜΟΣ των µεγάλων αριθµών διατείνεται ότι αν  

    0σ
N
1lim

N

1i

2
i2N
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑
=

∞→
  2.2.2 

τότε ο µέσος όρος X  συγκλίνει2 στην αναµενόµενη τιµή, µ, των τυχαίων 
µεταβλητών. 
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Ο ΙΣΧΥΡΟΣ ΝΟΜΟΣ των µεγάλων αριθµών διατείνεται ότι αν  
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τότε ο µέσος όρος X  συγκλίνει3 στην αναµενόµενη τιµή, µ, των τυχαίων 
µεταβλητών. 
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Ο νόµος των µεγάλων αριθµών έχει ιδιαίτερη πρακτική σηµασία όταν οι τυχαίες 
µεταβλητές Χi (i=1,2,3,…,N) είναι τα αποτελέσµατα του ιδίου πειράµατος (ή µέτρησης 
της φυσικής ποσότητας Χ) που επαναλαµβάνεται Ν φορές. Σ΄ αυτή την περίπτωση οι 
τυχαίες µεταβλητές είναι αµοιβαία ανεξάρτητες έχουν την ίδια διασπορά, σ2

i=σ2 

(i=1,2,3,…,N) και εξασφαλίζεται η συνθήκη 2.2.2 (ή αντίστοιχα η 2.2.4). Συνεπώς 
αναµενόµενη τιµή της ποσότητας Χ, µΧ, υπολογίζεται ως το όριο, όταν το Ν τείνει στο 
άπειρο, του µέσου όρου των επαναλαµβανόµενων µετρήσεων. 
 
Βεβαίως, η απαίτηση ώστε ο αριθµός των µετρήσεων να τείνει στο άπειρο δεν είναι 
πρακτικά εφικτή. Στις πρακτικές εφαρµογές η σχέση 2.2.4 χρησιµοποιείται 
προσεγγιστικά ως: 
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 2.2.5 

Εάν δηλαδή επαναλάβουµε την µέτρηση της ποσότητας Χ, Ν φορές (όπου το Ν είναι 
ένας πεπερασµένος αριθµός) µπορούµε, µε την σχέση 2.2.5, να υπολογίσουµε 

                                                                                                                                       
προστρέξει στο βιβλίο των  W. T. Eadie et al “Statistical Methods in Experimental Physics”, North-
Holland Publishing Company, 1971 και σε αναφορές εκεί. 
 

2 Η σύγκλιση αυτή χαρακτηρίζεται ως «σύγκλιση τετραγωνικού µέσου» (quadratic mean).  
3 Η σύγκλιση αυτή χαρακτηρίζεται ως «περίπου βέβαια σύγκλιση» (almost certain convergence). 



προσεγγιστικά την τιµή της αναµενόµενης τιµής της ποσότητας Χ, χωρίς να ξέρουµε 
τίποτα περισσότερο για την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας4. 
Παρατηρήσετε ότι η σχέση 2.2.5 δεν αποτελεί µόνο προσέγγιση αλλά περιέχει και την 
ακόλουθη παραδοξότητα. Το δεξιό µέλος της ισότητας είναι πραγµατικός αριθµός ενώ 
το αριστερό µέλος είναι τυχαία µεταβλητή5.  Είναι πιο σωστό λοιπόν να γράψουµε ότι: 
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 όπου Xµ̂  είναι η εκτίµηση της αναµενόµενης τιµής µΧ     2.2.6 

 
Ερώτηση: Δείξετε ότι η αναµενόµενη τιµή και διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Xµ̂ , 
που ορίσαµε µε την σχέση 2.2.6, εκφράζονται συναρτήσει της αναµενόµενης τιµής και 
της διασποράς των µετρήσεων της ποσότητας Χ, µΧ και σ αντίστοιχα, και του αριθµού 
των µετρήσεων, Ν, ως:   
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Υπόδειξη: Η τυχαία µεταβλητή Xµ̂ είναι γραµµική συνάρτηση των Ν τυχαίων 
µεταβλητών Χi (i=1,2,3,…,N). Εφαρµόσετε τις σχέσεις1.12.3 και 1.12.11 του 
Κεφαλαίου 1. 
 
Όταν ο αριθµός των µετρήσεων, Ν, τείνει στο άπειρο η διασπορά της εκτίµησης της 
αναµενόµενης τιµής, σχέση 2.2.7, τείνει στο µηδέν. Με άλλα λόγια η εκτίµηση της 
µέσης τιµής παύει να είναι τυχαία µεταβλητή, είναι πλέον ένας πραγµατικός αριθµός, 
όπως ακριβώς προβλέπει ο νόµος των µεγάλων αριθµών, 2.2.3.  
 
Ο νόµος των µεγάλων αριθµών εύκολα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό 
της διασποράς των µετρήσεων.  
Παρατηρήστε ότι η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητή, Υ=(Χ-µΧ)2

 (όπου Χ 
είναι η µέτρηση µίας φυσικής ποσότητας και µΧ η αναµενόµενη τιµή αυτών των 
µετρήσεων) είναι η διασπορά, σ, των µετρήσεων. Εφαρµόζοντας κανείς τον νόµο των 
µεγάλων αριθµών6  καταλήγει ότι: 

                                                
4  Πράγµατι εάν η διασπορά, σ2, υπάρχει και είναι πεπερασµένη, η συνθήκη 2.2.2 ικανοποιείται. 
5 Πράγµατι, εάν εκτελέσουµε την σειρά των Ν µετρήσεων της ποσότητας Χ, πολλές φορές και κάθε φορά 
υπολογίζουµε τον µέσο όρο των αντιστοίχων Ν µετρήσεων, δεν θα πρέπει να εκπλαγούµε όταν θα 
παρατηρήσουµε (βλέπε παράδειγµα 2.1.1) τις τιµές των µέσων όρων να διακυµαίνονται 

6 Με την προυπόθεση ότι υπάρχουν οι αλγεβρικές ροπές µέχρι και τετάρτης τάξης. 
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Η σχέση 2.2.8 µπορεί να εφαρµοσθεί προσεγγιστικά για την περίπτωση πεπερασµένου 
πλήθους µετρήσεων (κατ΄ αναλογία της σχέσης 2.2.6) ως: 
 

2σ2
Χµ

N

1i
2)i(XN

1)µ(X
N
1 N

1i

2
Χi ˆ=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∑ −
=

   2.2.9 

όπου 2σ̂  είναι η εκτίµηση της διασποράς των µετρήσεων και Χµ  είναι η 
αναµενόµενη τιµή των µετρήσεων. 
 
Στην περίπτωση όπου κάποιος έχει διαθέσιµες Ν µετρήσεις του µεγέθους Χ, συχνά 
βρίσκεται στον πειρασµό να εκτιµήσει συγχρόνως την αναµενόµενη τιµή και την 
διασπορά των µετρήσεων χρησιµοποιώντας την σχέση 2.2.6 και 2.2.10 αντίστοιχα: 
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   2.2.10α 

Η σχέση 2.2.10 προκύπτει από την 2.2.9, όπου έχει αντικατασταθεί η αναµενόµενη 
τιµή της µέτρησης του Χ, µX, µε την εκτίµηση της από την σχέση 2.2.6. Η 
αντικατάσταση αυτή αποτελεί κλασσικό παράδειγµα όπου η διαισθητική λύση 
καταλήγει σε λάθος αποτέλεσµα. Όπως θα συζητήσουµε σε επόµενο κεφάλαιο η 
σχέση 2.2.10 οδηγεί σε λάθος εκτίµηση (bias) της διασποράς7 ενώ η σχέση 2.2.6 
συνεχίζει να αποτελεί καλή εκτίµηση. 
 

 
Παράδειγµα 2.1.1 
Ας επιχειρήσουµε µε ένα απλό πείραµα για να δείξουµε την ισχύ των προσεγγιστικών 
εφαρµογών του νόµου των µεγάλων αριθµών. Ας υποθέσουµε ότι «στρίβουµε» 
συγχρόνως τέσσερα ίδια νοµίσµατα Ανάλογα µε το αποτέλεσµα µπορούµε να δίνουµε 
τιµές (0 ή 1) στην ακόλουθη µεταβλητή (Α).  
µεταβλητή Α 
1 :     όταν ένα  µόνο (οποιοδήποτε) νόµισµα φέρνει  κεφάλι 
0 :      σε κάθε άλλη περίπτωση 
 

 

                                                
7Η σωστή σχέση εκτίµησης είναι: ( ) ( ) 2σ̂2
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Όπως θα δούµε στο επόµενο Κεφάλαιο η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας 
µεταβλητής Α, είναι διωνυµική. Στο σηµείο αυτό αρκεί η διαπίστωση ότι για την 
τυχαία µεταβλητή Α υπάρχουν η αναµενόµενη τιµή και η τετραγωνική απόκλιση. 
Έστω λοιπόν ότι η µεταβλητή Α έχει αναµενόµενη τιµή ίση µε µΑ και τετραγωνική 
απόκλιση ίση µε σ2

Α .   
 
Ας επαναλάβουµε το πείραµα (τη ρίψη των νοµισµάτων) Ν φορές και έστω Αi 
(i=1,2,3,...,N) οι τιµές της µεταβλητής Α που παρατηρήθηκαν σ΄ αυτά τα πειράµατα.. 
Είναι προφανές ότι κάθε ένα από τα αποτελέσµατα Αι (π.χ. Α12) είναι τυχαία 
µεταβλητή8.  
 
Ο µέσος όρος των Ν τιµών  Αι, A , σύµφωνα µε την 2.2.1 είναι:  
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Η διασπορά των Αi, σ2
Α, είναι πεπερασµένος αριθµός, και η συνθήκη 2.2.2. 

ικανοποιείται. Πράγµατι: 
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 Συνεπώς, βάσει της 2.2.3, θα ισχύει ότι: 
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Όταν το Ν γίνεται πολύ µεγάλο, αλλά όχι άπειρο, θα  ισχύει η προσέγγίση: 
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Σύµφωνα µε την συζήτηση που προηγήθηκε, η ποσότητα ,µ̂Α είναι τυχαία 
µεταβλητή µε διασπορά που δίνεται από την σχέση 2.2.7 . Όταν το Ν τείνει στο 
άπειρο η ποσότητα αυτή θα πρέπει να ταυτίζεται µε τη αναµενόµενη τιµή της 
µεταβλητής Α. 
 

                                                
8 Πράγµατι µπορούµε να εκτελέσουµε την σειρά των Ν ρίψεων πολλές φορές. Το αποτέλεσµα της 12ης 
ρίψης (Α12) θα είναι διαφορέτικό σε κάθε σειρά ρίψεων.  Επίσης η αναµενόµενη τιµή της 12ης ρίψης θα 
είναι και αυτή ίση µε µΑ (δεν υπάρχει τίποτα που να διαφοροποιεί την 12η ρίψη από τις άλλες) και η 
διασπορά ίση µε σ2

Α. Το ίδιο θα ισχύει για οποιαδήποτε από τις άλλες ρίψεις. 



Αν και δεν ξέρουµε9 την ακριβή µαθηµατική έκφραση της συνάρτησης πιθανότητας 
της τυχαίας µεταβλητής Α, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε νόµισµα έχει 50% 
πιθανότητα να έρθει κεφάλι, είναι εύκολο να προβλέψουµε  θεωρητικά την 
αναµενόµενη τιµή της µε τον ακόλουθο τρόπο: 
H πιθανότητα το πρώτο νόµισµα να έρθει κεφάλι και τα άλλα νοµίσµατα να έρθουν 
γράµµατα είναι: 0.5x0.5x0.5x0.5=0.0625. 
Την ίδια όµως πιθανότητα έχουν και οι ακόλουθοι συνδυασµοί: το δεύτερο κεφάλι και 
τα άλλα γράµµατα, το τρίτο κεφάλι και τα άλλα γράµµατα, το τέταρτο κεφάλι και τα 
άλλα γράµµατα. Προφανώς όλοι αυτοί οι συνδυασµοί ανήκουν στην κατηγορία «ένα 
µόνο νόµισµα έρχεται κεφάλι». Συνεπώς η πιθανότητα να έρθει ένα µόνο 
(οποιοδήποτε)  νόµισµα από τα τέσσερα κεφάλι  είναι Ρ(Α=1)=4x0.0625=0.25.  
Είναι προφανές ότι Ρ(Α=0)=1-Ρ(Α=1)=1-0.25=0.75. 
Επιπλέον, επειδή η µεταβλητή Α παίρνει δύο µόνο τιµές (1 ή 0) η αναµενόµενη τιµή 
και η διασπορά θα είναι (σύµφωνα µε τους ορισµούς, σχέσεις: 1.8.9) 

0.18750.750.25)(00.250.25)(1σκαι0.2500.7510.25µ 222
AΑ =⋅−+⋅−==⋅+⋅=  

Πρόθεσή µας είναι να εκτελέσουµε το πείραµα της ρίψης των τεσσάρων νοµισµάτων 
και να προσδιορίζουµε µετά από κάθε ρίψη την τιµή της µεταβλητής Α. Μετά από Ν 
ρίψεις θα υπολογίζουµε την ποσότητα ,µ̂Α χρησιµοποιώντας τη σχέση 2.2.13. 
Προκειµένου να µελετήσουµε την στατιστική συµπεριφορά της τυχαίας µεταβλητής 
,µ̂Α  εκτελούµε πολλές σειρές από Ν ρίψεις.  

 
Στο Σχήµα 2.2.1 (α έως δ) παρίστανται, µε την µορφή ιστογράµµατος, τα 
αποτελέσµατα των πειραµατισµών10 (για Ν=1000, 5000, 10000 και 20000 αντίστοιχα). 
Επί παραδείγµατι ,το ιστόγραµµα του  Σχήµατος 2.2.1.α παριστά 4000 εκτιµήσεις της 
αναµενόµενης τιµής της µεταβλητής Α, όπως αυτή υπολογίσθηκε από Ν=1000 ρίψεις 
των τεσσάρων νοµισµάτων11. 
 
Είναι σαφές από τα αποτελέσµατα των πειραµατισµών µας ο στατιστικός χαρακτήρας 
της εκτίµησης ,µ̂Α (ότι δηλαδή είναι  τυχαία µεταβλητή). Κάθε µία από τις εκτιµήσεις 
της αναµενόµενης τιµής της µεταβλητής Α καταλήγει σε διαφορετική τιµή. Είναι όµως 
εµφανές ότι, ανεξάρτητα µε πόσες ρίψεις (Ν) χρησιµοποιήσαµε για να υπολογίσουµε 
την ποσότητα ,µ̂Α οι εκτιµήσεις κυµαίνονται περίπου συµµετρικά γύρω από την 
αναµενόµενη τιµή, µΑ =0.25.  
 
 

                                                
9 Η αλήθεια είναι ότι ξέρουµε, είναι η διωνυµική κατανοµή που θα µελετήσουµε σε επόµενο κεφάλαιο. 
10 Δεν πρόκειται για πραγµατικούς πειραµατισµούς αλλά για προσοµοίωση πειραµατισµών. Περί 
προσοµοίωσης βλέπε στο Κεφάλαιο 4. 
11 Με άλλα λόγια, µετά από Ν=1000 ρίψεις ( Αi i=1,2,3…,1000) υπολογίζεται η τιµή της µεταβλητής ,Αµ̂ µε τη 
σχέση 2.2.14. Επαναλαµβάνουµε 4000 φορές το ίδιο πείραµα υπολογισµού της ,Αµ̂ και παριστάνουµε µε µορφή 
ιστογράµµατος τα αποτελέσµατα αυτών των (4000) εκτιµήσεων. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Είναι επίσης χαρακτηριστικό ότι οι εκτιµήσεις στις οποίες καταλήγουµε µε τους 
πειραµατισµούς πολλών ρίψεων (µεγάλο Ν, π.χ. βλέπε στο Σχήµα 2.2.1.δ) είναι 
περισσότερο συγκεντρωµένες γύρω από την κεντρική τιµή (0.25), όπως προβλέπει η 
σχέση 2.2.7. 
 
Βεβαίως, η εκτίµηση ,µ̂Α θα συµπέσει µε την αναµενόµενη τιµή όταν ο αριθµός των 
ρίψεων γίνει άπειρος. Για κάθε άλλη περίπτωση, η εκτίµηση ,µ̂Α θα κυµαίνεται γύρω 
από την αναµενόµενη τιµή µε αναµενόµενη τιµή >< Αµ̂  και διασπορά σύµφωνα µε 
την σχέση 2.2.7.  
Σαν παράδειγµα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα των 
πειραµατισµών του Σχήµατος 2.2.1 για να υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή και την 
διασπορά της τυχαίας µεταβλητής ,µ̂Α και στην συνέχεια να τη συγκρίνουµε µε τις 
προβλέψεις της σχέσης 2.2.7. 
Ερώτηση: Περιγράψετε την διαδικασία υπολογισµού της αναµενόµενης τιµής και της 
διασποράς της τυχαίας µεταβλητής ,µ̂Α χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα των 
πειραµατισµών που παρίστανται στο Σχήµα 2.2.1. 

                      
 

Σχήµα 2.2.1:  Αναπαράσταση, µε µορφή ιστογράµµατος, 4000 εκτιµήσεων της 
αναµενόµενης τιµής  της µεταβλητής Α . Για κάθε εκτίµηση τα νοµίσµατα ρίφθηκαν Ν 
φορές και χρησιµοποιήθηκε η σχέση 2.2.13. 

α: Ν=1000, β: Ν=5000, γ: Ν=10000 και δ: Ν=20000 

Αµ̂
 

Αµ̂
 

Αµ̂
 

Αµ̂
 

α β 

γ δ 



Υπόδειξη: Χρησιµοποιήσετε την µεθοδολογία που αναπτύσσεται στην υποενότητα, 
1.11. Εναλλακτικά χρησιµοποιείστε τον νόµο των µεγάλων αριθµών, όπως 
περιγράφεται σ΄ αυτή την υποενότητα.  
 

Πίνακας 2.2.1 
 
 
 
 
 

 
>< Αµ̂  

ΑΑ µµ >=< ˆ     
2.2.7 

)ˆ( ΑµV
 

Ν
σ)µV(
2
A

Α =ˆ  

2.2.7 

Ν=1000 0.250187 0.25 18.169⋅10-5 18.750⋅10-5 
Ν=5000 0.250116 0.25 3.680⋅10-5 3.75⋅10-5 
Ν=10000 0.250036 0.25 1.813⋅10-5 1.875⋅10-5 
Ν=20000 0.249998 0.25 0.9210⋅10-5 0.9375⋅10-5 
 
Για τον υπολογισµό των τιµών της τελευταίας στήλης χρησιµοποιήσαµε την τιµή 
σΑ2=0.1875 στη σχέση 2.2.7. 
 
Όπως φαίνεται από τον Πίνακα 2.2.1, οι «προβλέψεις» της σχέσης 2.2.7 περιγράφουν 
πλήρως την στατιστική συµπεριφορά της εκτίµησης της αναµενόµενης τιµής της 
µεταβλητής Α. 
 
 

 
 
 
 
2.3  Ολοκλήρωση Monte Carlo 
 
Μία από τις πολλές εφαρµογές του νόµου των µεγάλων αριθµών αναφέρεται στον 
προσεγγιστικό υπολογισµό ορισµένων ολοκληρωµάτων της µορφής: 

∫=
b

a
g(u)duI   2.3.1 

 
Ας θεωρήσουµε ότι κάποια τυχαία µεταβλητή u, παίρνει τιµές σύµφωνα µε την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f(u). Έστω g(u) µία συνάρτηση της τυχαίας 
µεταβλητής u. Εξ ορισµού, η αναµενόµενη τιµή της συνάρτησης g(u), θα είναι: 
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   2.3.2 

 
 
Θα υποθέσουµε ακόµα ότι η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής  g(u) υπάρχει: 

( ) αριθµός οςπεπερασµέν2g(u)E(g(u))EV(g(u)) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=  2.3.3 

ώστε να ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του  νόµου των µεγάλων αριθµών, 

0
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και κατά συνέπεια να ισχύει ότι: 
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Εάν επιλέξουµε την f(u) να είναι η οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [α,β], δηλαδή: 

⎪⎩

⎪
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bua
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1
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η 2.3.2 γράφεται ως: 
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όπου µε Ι παραστήσαµε το ολοκλήρωµα της σχέσης 2.3.1. 
 
Εφαρµόζοντας στην συνέχεια  τον νόµο των µεγάλων αριθµών, το ολοκλήρωµα Ι 
υπολογίζεται ώς: 

∑
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N
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N
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Σύµφωνα µε τη συζήτηση της υποενότητας 2.2, η σχέση 2.3.7 µπορεί να εφαρµοστεί 
προσεγγιστικά, για πεπερασµένο Ν, ως: 

∑
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N
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N
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Προκειµένου λοιπόν να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα 2.3.1,  



• επιλέγουµε ισοπίθανα Ν πραγµατικούς αριθµούς ui (i=1,2,3,…,N)  στο 
διάστηµα ολοκλήρωσης, [a,b],  

• υπολογίζουµε τις αντίστοιχες Ν τιµές της συνάρτησης, g(ui)  και 
• εφαρµόζουµε την σχέση 2.3.8 

 
Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου, η ποσότητα Î  είναι 
τυχαία µεταβλητή µε αναµενόµενη τιµή ίση µε την πραγµατική τιµή του 
ολοκληρώµατος 2.3.1, Ι=Ε(g(u))⋅(b-a), και διασπορά ίση µε: 
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   2.3.9 

Όπως επίσης θα δείξουµε στην επόµενη υποενότητα η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Î  είναι η κανονική κατανοµή. 
 
Μπορούµε να εκφράσουµε ποσοτικά την ακρίβεια της προσέγγισης, όπως θα δείξουµε 
στα επόµενα, µε την τετραγωνική ρίζα της διασποράς. Προκειµένου δε να 
υπολογίσουµε την διασπορά, σύµφωνα µε τα επιχειρήµατα που αναπτύξαµε στην 
υποενότητα 2.2, θα χρησιµοποιήσουµε την ακόλουθη προσεγγιστική έκφραση (Μ=Ν): 

( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−⋅−=∑

=
−⋅−=∑

=
−⋅−⋅≅

2
g(u)(u)2g

1-N
12a)(b

M

1j
2))jg(u(u)g(

1-N
1

N
12a)(b

M

1j
2a))(b)jg(uÎ(
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ή για Ν µεγάλο αριθµό(Ν-1≅Ν) 
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Παράδειγµα 2.3.1 
 Έστω  ότι αποσκοπούµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα: 

)dxx3x(4I 2
10

5

4 ⋅+⋅= ∫   2.3.11 

 
Απλός διαφορικός λογισµός καταλήγει ότι : 

78375)55
5
4()1010

5
4(I 3535 =+⋅−+⋅=  2.3.12 



Αντ΄ αυτού όµως θα εφαρµόσουµε την µέθοδο της Monte Carlo ολοκλήρωσης, 
διαλέγοντας µε ίση πιθανότητα, Ν αριθµούς από το διάστηµα [5,10] και  
επαναλαµβάνοντας την προσέγγιση 2.3.8  για Ν= 1000, 4000, 16000 και 64000. 
 
Θα  αναφερόµαστε στα αποτελέσµατα των προσεγγίσεων  ώς: 

,64000Îκαι16000Î,4000Î,1000Î  ανάλογα  του αριθµού Ν  των αριθµών που 

επιλέγονται ισοπίθανα στο διάστηµα [5,10].   
Παράλληλα σε κάθε προσέγγιση θα εκτιµούµε και την αντίστοιχη διασπορά, σχέση 
2.3.10,  χρησιµοποιώντας για τις τετραγωνικές ρίζες των διασπορών τους 
συµβολισµούς, 64000σ̂και16000σ̂,4000σ̂,1000σ̂ .  Σας υπενθυµίζω ότι αυτές οι 

ποσότητες αποτελούν µέτρο της ακρίβειας του αποτελέσµατος της Monte Carlo 
ολοκλήρωσης. 
 
Προκειµένου να αναδείξουµε την στατιστικές ιδιότητες των εκτιµήσεων,  θα 
επαναλαµβάνοµε κάθε µία από τις εκτιµήσεις, ,64000Îκαι16000Î,4000Î,1000Î για 

4000 φορές. (Με άλλα λόγια, θα διαλέγουµε  4000  σύνολα Ν  αριθµών, ισοπίθανα 
κατανεµηµένους στο διάστηµα [5,10] και θα υπολογίζουµε, βάσει της 2.3.8, 4000 τιµές 
της  τυχαίας µεταβλητής  NÎ .) 
 
Τα αποτελέσµατα των υπολογισµών14, για τις τέσσαρες κατηγορίες εκτιµήσεων, 
παρίστανται εν είδη ιστογράµµατος στο  Σχήµα 2.3.1. Αναλυτικότερα το ιστόγραµµα 
2.3.1.α  παριστά την συχνότητα εµφάνισης τιµών της τυχαίας µεταβλητής  ,1000Î  

(εκτίµηση της αριθµητικής τιµής του ολοκληρώµατος µε Ν=1000) και αντίστοιχα τα 
ιστογράµµατα 2.3.1.β - 2.3.1.γ παριστούν την συχνότητα εµφάνισης τιµών των τυχαίων 
µεταβλητών .64000Îκαι16000Î,4000Î   

 
Εκ του Σχήµατος 2.3.1 είναι σαφής ο στατιστικός χαρακτήρας της εκτίµησης του 
ολοκληρώµατος. Οι προσεγγιστικές εκτιµήσεις δίνουν τιµές κοντά στην πραγµατική 
τιµή (78375) και είναι χαρακτηριστικό ότι οι αναµενόµενες τιµές και των τεσσάρων 
εκτιµήσεων (όπως εύκολα µπορεί να υπολογίσει κανείς, βλέπε Ερώτηση ...) είναι ίσες 
µε την πραγµατική τιµή.  
 
Χαρακτηριστικό επίσης είναι ότι αυξάνοντας το πλήθος Ν οι εκτιµήσεις 
συγκεντρώνονται περί την πραγµατική τιµή. Είναι συνεπώς λογικό να εκφράζουµε 

                                                
14  Για τους υπολογισµούς και τα αποτελέσµατα σ’ αυτό το παράδειγµα χρησιµοποίσησα την γεννήτρια ισοπίθανων 
αριθµών, RNDM, της βιβλιοθήκης προγραµµάτων του CERN (CERNLIB). Περισσότερα για την ισοπίθανη 
παραγωγή αριθµών αναφέρονται στο Κεφάλαιο 4.  



ποσοτικά την ακρίβεια της εκτίµησης µε την διασπορά (καλλίτερα µε την τετραγωνική 
ρίζα της διασποράς)  της εκτίµησης  NÎ  .  
Εφαρµόζοντας την σχέση 2.3.9, για την περίπτωση που αναλύουµε, καταλήγουµε ότι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                                  
 

 
 
Σχήµα 2.3.1: Τα ιστογράµµατα παριστούν την συχνότητα εµφάνισης 
τιµών των τυχαίων µεταβλητών NÎ (εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος της 

σχέσης 2.3.1): α) για Ν=1000 ( 1000Î ), β) για Ν=4000 ( 4000Î ), γ) για 
Ν=16000 ( 16000Î ) και δ) για Ν=1000 ( 64000Î ) 

4000Î  

16000Î  
64000Î  

1000Î  

α) 

δ) 

β) 

γ) 



212.964000σ

425.716000σ

851.44000σ

1702.91000σ

dx10
5 5

12)2x15-4x20(78375
N
1

dxb
a ab

12a))(bg(x)(I
N
1V(g(x))

N

2a)(b
Nσ

=

=

=

=

∫ ⋅⋅⋅−⋅=

∫
−

⋅−⋅−⋅=⋅
−

=

   2.3.1315 

Βεβαίως για τις περισσότερες των πρακτικών εφαρµογών, πραγµατική τιµή του 
ολοκληρώµατος είναι άγνωστη (άλλωστε είναι το ζητούµενο) και η σχέση 2.3.13 έχει 
θεωρητική µόνο αξία. Πρακτική χρήση βρίσκει η σχέση 2.3.10, εκτίµησης της 
ακρίβειας,  Νσ̂ , της προσέγγισης (εκτίµησης) του ολοκληρώµατος.  
Στο Σχήµα 2.3.2 παρίστανται οι συχνότητες τιµών για τις µεταβλητές 

64000σ̂και16000σ̂,4000σ̂,1000σ̂ , όπου είναι εµφανείς ο στατιστικός τους 

χαρακτήρας. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η αναµενόµενη τιµή κάθε µία από τις µεταβλητές 

64000σ̂και16000σ̂,4000σ̂,1000σ̂ συµφωνεί µε τις τιµές τις σχέσης 2.3.13, όπως 

µπορεί να εξακριβωθεί από τα ιστογράµµατα του Σχήµατος 2.3.2. 
 
Ας ανακεφαλαιώσουµε:  
Επιλέγοντας ισοπίθανα Ν αριθµούς στο διάστηµα [5,10] εκτιµούµε την τιµή του 
ολοκληρώµατος  2.3.11 εφαρµόζοντας την σχέση 2.3.8 . Εάν επαναλάβουµε την 
εκτίµηση χρησιµοποιώντας ένα άλλο σύνολο Ν αριθµών, επιλεγµένων ισοπίθανα 
από το ίδιο διάστηµα [5,10], θα καταλήξουµε σε διαφορετική τιµή. Δείξαµε ότι η 
εκτίµηση του ολοκληρώµατος είναι τυχαία µεταβλητή που κατανέµεται γύρω από 
την πραγµατική τιµή µε διασπορά που δίνει η σχέση 2.3.9.  
Όταν το πλήθος όρων, Ν, που χρησιµοποιούµε τείνει στο άπειρο, η διασπορά των 
εκτιµήσεων τείνει στο µηδέν και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
εκφυλίζεται σε δ συνάρτηση. 
Χρησιµοποιούµε την τετραγωνική ρίζα της διασποράς για να εκφράσουµε την 
ακρίβεια της προσέγγισης.  Στην πράξη µπορούµε µόνο να εκτιµήσουµε16 την 
ακρίβεια της προσέγγισης, µε την σχέση 2.3.10.   
 

                                                
15  Πράγµατι οι τιµές αυτές είναι σε συµφωνία µε τις τιµές που υπολογίζει κανείς από τα ιστογράµµατα του 
Σχήµατος 2.3.1 

16  Με το ίδιο σύνολο των Ν ισοπιθάνως επιλεγµένων αριθµών εκτιµούµε  την τιµή του ολοκληρώµατος και 
την διασπορά της εκτίµησης. Είναι λάθος να υποθέτει κανείς ότι η εκτίµηση της διασποράς εκφράζει την 
ακρίβεια της συγκεκριµένης εκτίµησης του ολοκληρώµατος (που έγινε µε το ίδιο σύνολο Ν ισοπίθανως 
επιλεγµένων αριθµών).   



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.3.   Θεώρηµα κεντρικού ορίου 
 
Έστω ένα σύνολο από Ν ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές  {Χ1, Χ2, …, ΧN}. Έστω 
ακόµη ότι η αναµενόµενη τιµή και η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Χi είναi µi και 
σi αντίστοιχα (i=1,2,3,…,N).  
Δείξαµε ότι (βλέπε παράγραφο 1.12, εξισώσεις 1.12.3, 1.12.11, µε αi=1 και 

cov(xi,xj)=0) , η µεταβλητή ∑
=

=
N

1i
ixS  είναι τυχαία µεταβλητή µε αναµενόµενη τιµή και 

διασπορά που δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 
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Σχήµα 2.3.2: Τα ιστογράµµατα παριστούν την συχνότητα εµφάνισης 
τιµών των τυχαίων µεταβλητών Nσ̂ (εκτιµήσεων της ακρίβειας 
υπολογισµού ολοκληρώµατος της σχέσης 2.3.11): α) για Ν=1000 
( 1000σ̂ ), β) για Ν=4000 ( 4000σ̂ ), γ) για Ν=16000 ( 16000σ̂ ) και δ) για 
Ν=64000 ( 64000σ̂ ) 

 

64000σ̂  
16000σ̂  

α) β) 

γ) δ) 

1000σ̂  
4000σ̂  



∑
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=
N

1i

2
iσV(S)                  

ανεξάρτητα από τις συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών.  
 
Κάτω από τις ίδιες συνθήκες (συν την απαίτηση κάποιες ροπές να είναι πεπερασµένες) 
το Θεώρηµα του Κεντρικού Ορίου δείχνει18 ότι το άθροισµα S,   κατανέµεται στο 
ασυµπτωτικό όριο, όταν δηλαδή το Ν τείνει στο άπειρο, σύµφωνα µε Gaussian 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Συγκεκριµένα: 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής S, που ορίζεται ως  

το άθροισµα Ν ανεξαρτήτων µεταβλητών: ∑
=

=
N

1i
ixS , τείνει να γίνει Gaussian 

(κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας) καθώς το πλήθος, Ν, των 
ανεξαρτήτων µεταβλητών τείνει στο άπειρο. 

                                                
18 Η  απόδειξη του Θεωρήµατος του Κεντρικού Ορίσου στη γενική του µορφή είναι λίγο περίπλοκη. 
Αντ΄ αυτής θα δώσουµε την απόδειξη για την περίπτωση όπου όλες οι τυχαίες µεταβλητές έχουν την ίδια 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: fi(xi)=f(x) i=1,2,3,…N. Προφανώς, θα ισχύει επιπλέον ότι: 
µi=µ=Ε(x) και ότι σi=σ για i=1,2,3,…N. Θα υποθέσουµε επίσης ότι και οι ορµές ανώτερες τάξης 
υπάρχου και είναι πεπερασµένες, καθώς και ότι (χωρίς να επηρεάσουµε την γενικότητα της απόδειξης) 
θα θεωρήσουµε  ότι µ=0 και κατά συνέπεια σ=Ε(x2). Η χαρακτηριστική συνάρτηση της τυχαία 
µεταβλητής Χ, µπορεί να αναλυθεί σε σειρά Taylor ως εξής: 
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= , η οποία έχει διασπορά 1/Ν (επειδή η µεταβλητή Χ έχει 

διασπορά σ2). Εφαρµόζοντας την σχέση (α) καταλήγουµε για την χαρακτηριστική συνάρτηση φu(t) ότι: 
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Επειδή η χαρακτηριστική συνάρτηση του αθροίσµατος αµοιβαίως ανεξαρτήτων τυχαίων µεταβλητών  
είναι το γινόµενο των χαρακτηριστικών συναρτήσεων των τυχαίων µεταβλητών θα ισχύει ότι: 
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Αλλά η συνάρτηση /22te−  είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση της Gaussian συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας ώστε:  
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Ερώτηση: Δείξετε ότι: 
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Βεβαίως για όλες τις πρακτικές εφαρµογές η σχέση 2.4.1 εφαρµόζεται προσεγγιστικά 
για πεπερασµένο άθροισµα τυχαίων µεταβλητών. Η ακρίβεια τέτοιων προσεγγίσεων, 
για πεπερασµένο πλήθος όρων (Ν),  εξαρτάται από τις συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας και προφανώς από το πλήθος των όρων του αθροίσµατος. 
Στα επόµενα δύο παραδείγµατα επιδεικνύεται η προσεγγιστική χρήση του Θεωρήµατος 
του Κεντρικού Ορίου. 
 
Παράδειγµα 2.4.1: Gaussian γεννήτρια τυχαίων αριθµών.  
Έστω ότι U1,U2,U3,…UN  είναι τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας, 
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{u1,u2, …, uN} διαλέγονται ισοπίθανα από το διάστηµα [-1.1]). Προφανώς Ε(u)=µ=0 
και V(u)=σ2=1/3 . Σύµφωνα µε την 2.4.1, όταν το Ν τείνει στο άπειρο, η τυχαία 

µεταβλητή R: ∑
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=
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1i
iuR ,  έχει Gaussian συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 
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Σε πληθώρα εφαρµογές θα χρειαστούµε έναν αλγόριθµο παραγωγής τιµών για κάποια 
τυχαία µεταβλητή σύµφωνα µε κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Είναι 
εύλογο να χρησιµοποιήσουµε το άθροισµα Ν τυχαίων µεταβλητών, R, που παίρνουν 
τιµές ισοπίθανα, υποθέτοντας ότι η τυχαία µεταβλητή R θα έχει συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από την σχέση 2.4.4.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                          
Α 
Σ 

(α) (β) 

(γ) (δ) 

Χ1+Χ2 Χ1+Χ2+Χ3 

Χ1+Χ2+ Χ3+Χ4 
 

Χ1+Χ2+ Χ3+Χ4+Χ5 

Σχήµα 2.4.1:  Συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας (ιστογράµµατα) για το 
άθροισµα α) δύο, β) τριών, γ) τεσσάρων και 
δ) πέντε  τυχαίων µεταβλητών που παίρνουν 
τιµές ισοπίθανα στο διάστηµα [-1,1]. Οι 
συνεχείς καµπύλες αντιστοιχούν στην 
Gaussian συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας. 

                               

(ε) (στ) 

(ζ) (ε) 

Χ1+Χ2+ Χ3+Χ4+Χ5+Χ6 
 

Χ1+Χ2+ Χ3+Χ4+Χ5+Χ6+Χ7 
 

Σχήµα 2.4.1:  Συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας (ιστογράµµατα) για το 
άθροισµα ε) έξι, β) επτά, γ) οκτώ και δ) 
σέκα έξι τυχαίων µεταβλητών που 
παίρνουν τιµές ισοπίθανα στο διάστηµα 
[-1,1]. Οι συνεχείς καµπύλες 
αντιστοιχούν στην Gaussian συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας. 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Στο Σχήµα 2.4.1, παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα υπολογιστικού πειράµατος που 
εκτελέσαµε µε την βοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή. Συγκεκριµένα, 
χρησιµοποιήσαµε µία γεννήτρια ισοπίθανης παραγωγής τιµών στο διάστηµα [-1,1]. Στο 
Σχήµα 2.4.1.α παρουσιάζεται υπό µορφή ιστογράµµατος η κατανοµή της πυκνότητας 
πιθανότητας που προκύπτει για το άθροισµα δύο ισοπίθανων τυχαίων µεταβλητών σε 
σύγκριση µε την Gaussian συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (συνεχή γραµµή στο 
Σχήµα 2.4.1) µε αναµενόµενη τιµή µ=0 και µε διασπορά σ2=Ν/3=2/3. Αν και η 
προκύψασα τυχαία µεταβλητή (το άθροισµα δύο ισοπίθανα κατανεµηµένων τυχαίων 
µεταβλητών) έχει αναµενόµενη τιµή και διασπορά ίση µε µηδέν και 2/3 αντίστοιχα, σε 
συµφωνία µε την σχέσεις 1.12.3 και 1.12.11, απέχει πολύ από το να χαρακτηρισθεί ότι 
ακολουθεί κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Βεβαίως, όσο το πλήθος των 
τυχαίων µεταβλητών που συµµετέχουν στο άθροισµα αυξάνει η Gaussian προσέγγιση 
γίνεται περισσότερο επιτυχής.  
 
 
 

 
Στις πειραµατικές επιστήµες, είναι τόσο σύνηθες οι µετρήσεις να ακολουθούν Gaussian 
κατανοµές ώστε να θεωρείται ότι κάθε κατανοµή µετρήσεων πρέπει να είναι Gaussian. 
Όπως θα φανεί στις επόµενες παραγράφους, αυτή η γενίκευση είναι λανθασµένη. Αλλά 
υπάρχει ένας πολύ απλός λόγος, γιατί η πλειοψηφία των µετρήσεων να είναι αυτής της 
µορφής. 
 
Παράδειγµα 2.4.2: Ας πάρουµε σαν παράδειγµα την  κίνηση µίας σφαίρας σε οριζόντιο, 
µη λείο δάπεδο. Η κίνηση κάθε άλλο από ευθύγραµµη είναι. Όπως εύκολα µπορεί να 
παρατηρήσει κανείς, η σφαίρα στο τέλος της διαδροµής της θα έχει µία εγκάρσια 
µετατόπιση από την ιδεατή της τροχιά. Εύκολα, επίσης, µπορούµε να ερµηνεύσουµε αυτή 
την εκτροπή σαν το αποτέλεσµα διαδοχικών συγκρούσεων (σκεδάσεων) της σφαίρας µε 
εξογκώµατα της επιφάνειας του τραπεζιού. Σε ανάλογες αλληπιδράσεις, εξ΄ άλλου, 
συνίσταται και το φαινόµενο της τριβής. 



Στο Σχήµα 2.4.2, παρίστανται σχηµατικά αυτές οι διαδοχικές σκεδάσεις, καθώς και  η 
τελική µετατόπιση X σαν άθροισµα των επιµέρους µετατοπίσεων δ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η συνολική αποµάκρυνση της σφαίρας ,Χ, αλλά και η έκβαση κάθε επιµέρους 
σκέδασης είναι τυχαίες µεταβλητές ( εάν το πείραµα επαναληφθεί, η σφαίρα θα 
εκτραπεί κατά διαφορετική ποσότητα), και µάλιστα η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας των σκεδάσεων είναι δύσκολο να προσδιορισθεί. Η συνολική όµως 
µετατόπιση από την ευθύγραµµη κίνηση, µετά από µεγάλο αριθµό σκεδάσεων, 
ακολουθεί Gaussian συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας διότι  πληρούνται οι 
προϋποθέσεις του θεωρήµατος του κεντρικού ορίου, όπως και είναι πολύ εύκολο να 
αποδειχθεί πειραµατικά. ΄ 
 
Προκειµένου να δείξουµε τις συνέπειες του Θεωρήµατος του Κεντρικού ορίου σε 
φαινόµενα όπως αυτό της πολλαπλής σκέδασης, επιχείρησα το ακόλουθο πειραµατισµό 
προσοµοίωσης. Υπέθεσα ότι η εγκάρσια αποµάκρυνση, δi  όπου i=1,2,3,…N, στις 
επιµέρους σκεδάσεις έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από µία από  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Σχήµα 2.4.2 :  
Διαδοχικές..Σκεδάσεις.
 

Χ = δ0+δ1+δ2+ ….+δκ-2+δκ-1+δκ 

δ0 
δ1 

δ2 

δκ-2 

δκ-1 
δκ 

Χ 

 

                        

b(x) a(x) 

c(x) d(x) 
x x 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
τις  συναρτήσεις : a(x), b(x), c(x), d(x), e(x), f(x), g(x), r(x), που παρίστανται γραφικά 
στο Σχήµα 2.4.3.  
 
 
 
 
 
 
 
 

                    

(α) (β) 

(γ) (δ) 

Χ3 Χ2 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Στο Σχήµα  2.4.4 παρίστανται γραφικά οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της 
συνολικής εγκάρσιας αποµάκρυνσης, Χ, της σφαίρας µετά από δύο, τρεις, τέσσερις, 
πέντε, έξι, επτά , οκτώ και δέκα έξι σκεδάσεις.  
Συγκεκριµένα, υπέθεσα ότι στην περίπτωση που συµβαίνουν δύο σκεδάσεις µία εκ των 
σκεδάσεων καταλήγει σε εγκάρσια µετατόπιση σύµφωνα µε την συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας a(x) και η άλλη σύµφωνα µε την συνάρτηση b(x). Οµοίως, 
στην περίπτωση των τριών σκεδάσεων, οι τρεις εγκάρσιες µετατοπίσεις έχουν ως 
συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας τις a(x), b(x) και c(x) αντίστοιχα. Στην 
περίπτωση των τεσσάρων σκεδάσεων εµπλέκονται οι συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας a(x), b(x), c(x) και d(x) κ.ο.κ. Τέλος στην περίπτωση των δέκα έξι 



σκεδάσεων οι εγκάρσιες µετατοπίσεις παίρνουν, ανά δύο, τιµές σύµφωνα µε τις 
συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας a(x), b(x), c(x), d(x), e(x), f(x), g(x) και r(x). 
 
Είναι προφανές ότι, ανεξάρτητα από την επιλογή των συναρτήσεων πυκνότητας 
πιθανότητας για τα επιµέρους φαινόµενα, το συνολικό αποτέλεσµα  ακολουθεί 
κανονική κατανοµή, αρκεί τα επιµέρους φαινόµενα να είναι µεταξύ τους ανεξάρτητα. 
Η συνθήκη αυτή, της επαλληλίας ανεξαρτήτων υπο-φαινοµένων, ικανοποιείται στην 
πλειοψηφία των µετρητικών διαδικασιών ώστε το συνολικό αποτέλεσµα, η µέτρηση, 
να χαρακτηρίζεται από Gaussian πυκνότητα πιθανότητας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.5   Σφάλµατα Μετρήσεων 
 
Στα επόµενα παραθέτουµε, προφανείς παρατηρήσεις που αφορούν τυχαίες µεταβλητές 
και µετρήσεις. 
 

Μία τυχαία µεταβλητή παίρνει 
τιµές σύµφωνα µε µία 
συνάρτηση  πυκνότητας 
πιθανότητας, 

Επαναλαµβανόµενες µετρήσεις  
µίας φυσικής ποσότητας  
κατανέµονται γύρω από την 
πραγµατική τιµή (της φυσικής 
ποσότητας) σύµφωνα µε µία 



συνάρτηση κατανοµής που είναι 
χαρακτηριστική της µετρητικής 
διαδικασίας. 
 

Στην στατιστική η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας µπορεί 
να είναι οποιαδήποτε 
κατάλληλα κανονικοποιηµένη 
συνάρτηση 

Στην πειραµατική φυσική 
υπάρχουν διάφορα φαινόµενα που 
προκαλούν την διασπορά των 
µετρήσεων. Λόγω του Θεωρήµατος 
του Κεντρικού Ορίου, περιµένουµε 
τις περισσότερες από τις 
συναρτήσεις κατανοµής µετρήσεων 
να είναι Gaussians. 
 

 
 
 

 
Μπορούµε να µετρήσουµε την διακριτική ικανότητα της µετρητικής µας συσκευής, 
σ, σαν την τετραγωνική ρίζα της διασποράς των αποτελεσµάτων της 
επαναλαµβανόµενης µέτρησης.  
 
Συνήθως το πρόβληµα που τίθεται είναι το ακόλουθο: 
Έστω µετρητική συσκευή µε διακριτική ικανότητα σ και έστω x, ένα και 
µοναδικό αποτέλεσµα   µέτρησης της φυσικής ποσότητας. Ποία είναι η σχέση του 
αποτελέσµατος της µέτρησης µε την πραγµατική τιµή της φυσικής ποσότητας, xR; 
 
Θα θεωρήσουµε ότι, λόγω του θεωρήµατος του κεντρικού ορίου ( επειδή στις 
περισσότερες των πρακτικών εφαρµογών συντρέχουν όλοι εκείνες οι προϋποθέσεις για 
να ισχύει το θεώρηµα του κεντρικού ορίου) η κατανοµή των επαναλαµβανόµενων 
µετρήσεων είναι Gaussian19. Η πιθανότητα λοιπόν το αποτέλεσµα της µέτρησης µας να 
είναι µεταξύ x και x+dx, δεδοµένου ότι η πραγµατική τιµή είναι xR, θα δίνεται από 
την ακόλουθη σχέση: 
 

                                                
19 Η γενική περίπτωση θα συζητηθεί στις επόµενες παραγράφους. Είναι όµως προφανές ότι η αποδόχή της 
Gaussian  κατανοµής  µετρήσεων καλύπτει τις περισσότερες από τις περιπτώσεις. 
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Όπου Ν, είναι ένας παράγοντας κανονικοποίησης ώστε η συνολική πιθανότητα στο 
διάστηµα [α,β], των επιτρεπτών τιµών (π.χ. φανταστείτε ότι το µετρούµενο µέγεθος δεν 
µπορεί να πάρει τιµές έξω από [α,β] )  να ισούται µε ένα. 
 
Εάν δεν ξέρουµε την πραγµατική τιµή της φυσικής ποσότητας και πριν επιτελέσουµε 
την µέτρηση, όλοι οι αριθµοί της περιοχής [α,β] είναι το ίδιο κατάλληλοι για να είναι η 
πραγµατική τιµή. 
 Συνεπώς, πριν κάνουµε οποιαδήποτε µέτρηση, µπορούµε να εκφράσουµε την 
πιθανότητα (P0(xR)) ώστε, η πραγµατική τιµή του φυσικού µεγέθους να είναι  ένας 
(πραγµατικός) αριθµός µεταξύ xR και  xR +dxR , ως: 
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Επίσης, εαν δεν ξέρουµε την πραγµατική τιµή της φυσικής ποσότητας, δεν έχουµε 
κανένα τρόπο να προβλέψουµε το αποτέλεσµα της µέτρησης.   
Πριν εκτελέσουµε την µέτρηση, προσάπτουµε σε κάθε στοιχειώδη περιοχή, από x 
µέχρι x+dx  (στο διάστηµα [α,β])  την ίδια πιθανότητα (Μ0(x)) να εµφανιστεί ως 
αποτέλεσµα της µετρητικής µας διαδικασίας. Ώστε:  
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις 2.4.1, 2.4.2 και 2.4.3 µε το θεώρηµα του Bayes (βλέπε σχέση 
1.4.1) καταλήγουµε στην έκφραση: 
 

2.4.3 
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Η σχέση 2.4.4, εκφράζει όλη την γνώση αποκοµίσαµε αναφορικά µε την πραγµατική 
τιµή της φυσικής ποσότητας, αφού εκτελέσαµε µία και µόνο µέτρηση.  Σαφώς δεν 
ξέρουµε ποία είναι η πραγµατική τιµή της φυσικής ποσότητας αλλά µπορούµε να 
προσάψουµε πιθανότητα σε κάθε στοιχειώδη περιοχή [x,x+dx] να περιέχει την 
πραγµατική τιµή. Η σχέση 2.4.4 παίζει τον ρόλο της συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας της πραγµατικής τιµής ενώ η πραγµατική τιµή έχει πλέον τα 
χαρακτηριστικά της τυχαίας µεταβλητής. 
 
 
 
Συµπερασµατικά:  

• Πριν εκτελέσουµε οποιδήποτε µέτρηση της φυσικής ποσότητας: 
1) Γνωρίζουµε: α) την συναρτησιακή µορφή της συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας των µετρήσεων (Gaussian), β) την σχέση της µέσης τιµής της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας µε την πραγµατική τιµή (παραδεχθήκαµε 
ισότητα) και γ) την τετραγωνική απόκλιση της συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας. 
2) Προσάπτουµε ( εκ των προτέρων γνώση) ίσες πιθανότητες σ΄ όλους τους 
πραγµατικούς αριθµούς (της περιοχής [α,β]) να είναι η πραγµατική τιµή της υπό 
µέτρηση φυσικής ποσότητας. 
3)Κάθε πραγµατικός αριθµός, στην περιοχή δυνατών τιµών [α,β], έχει την ίδια 
πιθανότητα να αποτελέσει αποτέλεσµα της µέτρησης.  

• Μετά την εκτέλεση µίας µέτρησης της φυσικής ποσότητας: 



 Μπορούµε να προσάψουµε συγκεκριµένη πιθανότητα σε κάθε στοιχειώδη 
περιοχή των πραγµατικών αριθµών, σύµφωνα µε την 2.4.4., να περιέχει την 
πραγµατική τιµή του υπό µέτρηση φυσικού µεγέθους 
 
Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι, η διακριτική ικανότητα της µετρητικής συσκευής, σ, 
καθορίζει την διασπορά της πραγµατικής τιµής, όπως φαίνεται στην 2.4.4. Το δε 
λεγόµενο «σφάλµα της µέτρησης» εκφράζει ακριβώς αυτήν την απόκλιση των τιµών 
που µπορεί να πάρει η «πραγµατική τιµή»20  από το αποτέλεσµα της µέτρησης.  
 
Στην πράξη, αναφέρουµε σαν σφάλµα µίας µέτρησης την τετραγωνική ρίζα της 
διασποράς, δηλαδή την τιµή του σ  της σχέση 2.4.4. Αυτή η ποσότητα, όπως ήδη 
ελέχθη, στην περίπτωση µετρητικών συσκευών δεν είναι τίποτα άλλο από την 
διακριτική ικανότητα της συσκευής. Στην περίπτωση εκτιµητικών διαδικασιών όµως 
(π.χ. ανάλυση στατιστικών δεδοµένων που καταλήγουν στην εκτίµηση της 
«πραγµατικής τιµής» κάποιου µεγέθους), το σφάλµα είναι η τετραγωνική ρίζα της 
διασποράς της εκτιµητέας ποσότητας, η οποία πέραν από τα µετρητικά σφάλµατα 
εξαρτάται από την µεθοδολογία ανάλυσης. 

 
Παράδειγµα 2.5.1 
Έστω ότι κάποια µετρητική συσκευή χρησιµοποιείται για την µέτρηση φυσικής 
ποσότητας, Χ. Ας υποθέσουµε ότι η πραγµατική τιµή της Χ είναι 10.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο Σχήµα 2.5.1 παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας  
πιθανότητας των µετρήσεων της ποσότητας Χ, που υπολογίσθηκε µετά από συλλογή 
2000000 επαναλήψεων της ίδιας µέτρησης. Από αυτές τις µετρήσεις είναι εύκολο να 
υπολογισθούν (προσεγγιστικά σύµφωνα µε τις σχέσεις 2.2.6 και 2.2.10β) η 

                                                
20 Σας υπενθυµίζω για άλλη µια φορά ότι η «πραγµατική τιµή» του φυσικού µεγέθους είναι τυχαία 
µεταβλητή διότι δεν µπορούµε να προσάψουµε συγκεκριµένη τιµή αλλά προσάπτουµε πιθανότητα σε 
κάθε πραγµατικό αριθµό να είναι η «πραγµατική τιµή» του µεγέθους. 

                            
 Σχήµα 2.5.1: Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων 
της ποσότητας Χ, όπως προσεγγίστηκε από 2000000 επαναλήψεις της 
ιδίας µέτρησης  

Χ 



αναµενόµενη τιµή και η τετραγωνική ρίζα της διασποράς των µετρήσεων, οι οποίες 
βρέθηκαν να είναι  10.00  και  0.63 αντίστοιχα. Είναι σαφές ότι η αναµενόµενη τιµή 
(του µεγάλου πλήθους) των µετρήσεων προσεγγίζει µε πολύ ικανοποιητική ακρίβεια 
την πραγµατική τιµή. Η τετραγωνική ρίζα της διασποράς των µετρήσεων  θα καλείται 
στα επόµενα, διακριτική ικανότητα της µετρητικής συσκευής και προφανώς συµπίπτει 
µε το σφάλµα της µετρήσεις από την µετρητική συσκευή. 
 
Η οµάδα των πειραµατιστών αποφάσισε να προσεγγίζει την πραγµατική τιµή του 
µεγέθους Χ, εκτελώντας 20 µετρήσεις και υπολογίζοντας τον µέσο όρο τους. Σύµφωνα 
µε την σχέση 2.4.2, ο µέσος όρος έχει κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε  
αναµενόµενη τιµή ίση µε την πραγµατική τιµή22 και διασπορά, σ2, ίση µε 
0.632/20=0.0198 (σ=0.141). Η τετραγωνική ρίζα της διασποράς, σ, αντιπροσωπεύει την 
διακριτική ικανότητα της µετρητικής µεθόδου, η οποία σαφώς εξαρτάται και από την 
διακριτική ικανότητα του οργάνου που χρησιµοποιήσαµε. Η ποσότητα σ είναι επίσης 
το σφάλµα προσδιορισµού της πραγµατικής τιµής της ποσότητας Χ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πράγµατι, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.5.2, εάν κανείς επαναλάβει πολλές φορές 
(100000) την λήψη 20 µετρήσεων, τον υπολογισµό του µέσου όρου τους και στην 
συνέχεια προσδιορίσει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του µέσου όρου, θα 
καταλήξει σε κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε αναµενόµενη τιµή και 
σ (όπως υπολογίζονται από τα δεδοµένα του Σχήµατος 2.5.2) ίσα µε 10 και 0.141.  
 

                                                
22  Διότι όπως ελέγξαµε προηγουµένως η αναµενόµενη τιµή των µετρήσεων είναι ίση µε 10, όσο δηλαδή 
και η πραγµατική τιµή του µεγέθους. Αφού λοιπόν η αναµενόµενη τιµή του µέσου όρου Ν µετρήσεων 
είναι ίση µε την αναµενόµενη τιµή των µετρήσεων αναµένεται να είναι ίση και µε την πραγµατική τιµή 
του υπό µέτρηση µεγέθους. 

                                   
 

Σχήµα 2.5.2: Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του µέσου όρου 20 
µετρήσεων, όπως προσδιορίστηκε από την επανάληψη της ίδιας 
µέτρησης. Η συνεχής γραµµή αντιστοιχεί στην κανονική συνάρτηση  
όπως προβλέπεται από το Θεώρηµα του Κεντρικού Ορίου 
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Η οµάδα των πειραµατιστών εκτελεί µία µόνο σειρά από 20 µετρήσεις καταλήγοντας 
στις τιµές:{ 9.894216, 9.895958, 9.917391, 9.053773, 9.564336, 9.944962, 8.613512, 
9.892406, 10.12885, 10.08975, 10.09461, 9.642553, 9.576256, 9.323130, 11.34587, 
9.143096, 10.30736, 9.235592, 10.34878, 7.992024, 9.700222}. Από αυτές υπολογίζει 
τον µέσο όρο ίσο µε 9.7 και εκτιµά (σύµφωνα µε την σχέση 2.2.10β) την τετραγωνική 
ρίζα της διασποράς των µετρήσεων ίση µε 0.675. Συνεπώς, εκτιµά ότι η τετραγωνική 
ρίζα της διασποράς του µέσου όρου είναι 0.675/(20)1/2=0.15.  
Σύµφωνα µε όσα ελέχθησαν στην αρχή αυτής της υποενότητας, η πραγµατική τιµή του 
φυσικού µεγέθους δεν µπορεί να καθορισθεί από πεπερασµένο αριθµό µετρήσεων, 
αλλά έχει χαρακτήρα τυχαίας µεταβλητής µε κανονική συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας (επειδή προσδιορίστηκε ως µέσος όρος ανεξαρτήτων µετρήσεων, βλέπε 
Θεώρηµα  Κεντρικού Ορίου). Η αναµενόµενη τιµή της πραγµατική τιµής του φυσικού 
µεγέθους καθώς και η ακρίβεια προσδιορισµού της (η τετραγωνική ρίζα της διασποράς 
της πραγµατικής τιµής) εκτιµούνται από την µέτρηση ως 9.7 και 0.15 αντίστοιχα. 
Συνήθως γράφουµε το αποτέλεσµα της µέτρησης ως: 9.7±0.15, εννοώντας ότι η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της πραγµατικής τιµής είναι η κανονική 

συνάρτηση: 
2(0.15)2

29.7)(r

e
0.152π
1 ⋅

−−

⋅
 , που παρίσταται στο Σχήµα 2.5.3. 

 

                                   
Σχήµα 2.5.3: Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της πραγµατικής 
τιµής της ποσότητας Χ, όπως καθορίστηκε από 20 επαναλαµβανόµενες 
µετρήσεις. 

ΧR 



2.6   Χρήση  πινάκων στον υπολογισµό σφαλµάτων. 
Τα περισσότερα προβλήµατα, που αντιµετωπίζει κανείς στην ανάλυση στατιστικών 
δεδοµένων, αναφέρονται σε περισσότερο της µίας  τυχαίας µεταβλητής. 
Παραδείγµατος χάριν, στην περίπτωση της αξιολόγησης της εµβέλειας ενός 
εκπαιδευτικού πειραµατισµού, ο αξιολογητής έχει να αναλύσει τις απαντήσεις των 
εµπλεκοµένων σε ένα ερωτηµατολόγιο καίριων ερωτήσεων. Οι απαντήσεις 
{x1,x2,..xN}, σε κάθε µία από τις Ν ερωτήσεις23 που απευθύνονται σε κάθε 
εµπλεκόµενο στο πείραµα, συνδέονται µε τον βαθµό επιτυχίας του πειραµατισµού µε 
µία µη τετριµµένη σχέση της µορφής, g(x1,x2,..xN). Προφανώς τόσο οι απαντήσεις όσο 
και ο βαθµός επιτυχίας του πειραµατισµού, g(x1,x2,..xN ), είναι τυχαίες µεταβλητές.  
 
Ερώτηση 2.6.1: Γιατί οι απαντήσεις και ο βαθµός επιτυχίας του πειραµατισµού, είναι 
τυχαίες µεταβλητές; 
 
Γενικά µπορούµε να παραστήσουµε ένα σύνολο τυχαίων µεταβλητών ως ένα διάνυσµα 
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µε συνιστώσες τις Ν τυχαίες µεταβλητές ως  συνιστώσες. 
Οι συνδιασπορές (covariances) cov(xi,xj)24 µπορούν να θεωρηθούν στοιχεία του NxN 
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Δείξαµε όµως, ότι η διασπορά της συνάρτησης των τυχαίων µεταβλητών  
g(x1,x2,…,xN), στην 1.13.7, εκφράζεται ως:  
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23  Όπου θεωρούµε τις απαντήσεις συνεχείς µεταβλητές, π.χ.  x2=0.8 σηµαίνει ότι ο ερωτούµενος θεωρεί κατα 80% 
επαρκείς τους εκπαιδευτικούς. 
24 Θυµηθείτε ότι η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής xi είναι: V(xi)= cov(xi,xi) 



όπου µ1,µ2,µ3,...µΝ είναι οι αναµενόµενες τιµές των τυχαίων µεταβλητών x1,x2,..xN , 
αντίστοιχα. Οι αναµενόµενες τιµές µπορούν, καθ΄ όµοιο τρόπο µε την 2.6.1, να 
παρασταθούν µε το διάνυσµα: 
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Ας ορίσουµε το διάνυσµα  
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Χρησιµοποιώντας την 2.6.2 και 2.6.5, µπορούµε να γράψουµε την 2.6.3 µε την µορφή: 
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Μπορούµε να «παίξουµε το ίδιο παιχνίδι» στην περίπτωση περισσότερων της µίας 
συναρτήσεων  τυχαίων µεταβλητών, ως ακολούθως: 
Έσωσαν,  k συναρτήσεις  των τυχαίων , x1, x2, …, xN , µεταβλητών τις οποίες 
παριστούµε ως διάνυσµα G

!
,  της µορφής: 
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Ορίζουµε την kxN Jacobian         
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Ας παραστήσουµε υπό µορφή πίνακα τις συνδιασπορές µεταξύ των συναρτήσεων  
gi(x1, x2, …, xN) (i=1,2,3,…,N), ως: 
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Είναι εύκολο να δείτε ότι ο πίνακας C~ , τα στοιχεία του οποίου δίνονται από την σχέση  
1.13.8 µπορεί να γραφεί σαν γινόµενο της Jacobian 2.6.8 και του πίνακα συνδιασποράς 
των µεταβλητών 2.6.2, δηλαδή: 
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Παράδειγµα 2.6.1: 
Ας υποτεθεί, βλέπε σχήµα 2.6.1, ότι µετράµε την θέση υλικού σηµείου, P, µε τις τρεις 
κυλινδρικές συντεταγµένες r,φ,z. Ας θεωρήσουµε ότι το σφάλµα της µέτρησης του r 
είναι µηδέν και ότι οι µετρήσεις του φ και z είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, µε 
σφάλµατα σφ και σz αντίστοιχα..  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Μπορούµε προφανώς, να εκφράσουµε την µέτρηση της θέσης του Ρ σε καρτεσιανές 
συντεταγµένες x,y,z, ως: 
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Ποιά θα είναι τα σφάλµατα της νέας καρτεσιανής έκφρασης της µέτρησης µας;  
 
Επειδή οι µετρήσεις των συντετεγµενων, r, φ και z, είναι αµοιβαία ανεξάρτητες, ο 
πίνακας συνδιασποράς, V~ , των {r,φ,z} θα δίνεται ως: 
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Σχήµα 2.5.1. Μέτρηση των συντεταγµενων σηµείου 

P 



 
 
 
 
 
Είναι εύλογο να χρησιµοποιήσουµε τον µετασχηµατισµό 1.13.8 
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όπου χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό: 
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και µi είναι η 

αναµενόµενη τιµή της µεταβλητής xi η οποία (υποθέτουµε, βλέπε υποενότητα 2.7) 
συµπίπτει µε την πραγµατική τιµή του αντιστοίχου µεγέθους Χi. 
 
 
Έχοντας στην διάθεση µας µία µόνο µέτρηση, xi, µπορούµε να εκφέρουµε γνώµη όσον 
αφορά στη µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής, xi, µόνο πιθανοκρατικά.  
 
Ακολουθώντας όµοια ανάλυση µε εκείνη της παραγράφου 2.5, καταλήγουµε ότι η 
πιθανότητα ώστε η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής xι να είναι µι, δεδοµένης µίας 
µέτρησης της  xι,  είναι :  

              )µ|P(x
)P(x

)P(µ)µ|P(x)x|P(µ ii
i

iii
ii =

⋅
=  1 

 
Επιπλέον, υποθέτοντας ότι οι µετρήσεις µας ακολουθούν κανονική κατανοµή (η 
P(xi|µi) είναι κατανοµή Gauss µε σ ίσον του σφάλµατος µε το οποίο προσδιορίζεται η 
xi), καταλήγουµε να εκφράσουµε την πιθανότητα ώστε η µέση τιµή να είναι 
οποιαδήποτε τιµή του πεδίου ορισµού του xi., µε την ακόλουθη συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας. 

i
2σ

)x(µ

iii dµe
σ2π

N)dµx|P(µ 2

2
ii −−

=   2.6.14 

 
Η καλύτερη εκτίµηση, την οποία είναι δυνατό να επιτύχουµε, για την τιµή του µi, είναι 
αυτή που µεγιστοποιεί την  P(µi |xi), δηλαδή µi = xi.  

 
Συνεπώς, προσεγγιστικά, οι παράγωγοι στην σχέση 2.6.13 υπολογίζονται ώς: 
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1 Υπενθυµίζεται, ότι η δεύτερη ισότητα ισχύει γιατι χρησιµοποιήσαµε ισοπίθανες κατανοµές για το P(µi)  
και για το P(xi), εκφράζοντας έτσι την παντελή µας άγνοια.  
 



 
 Τα ακόλουθα είναι απλή εφαρµογή της µεθοδολογίας που αναπτύχθηκε σε αυτή την 
υποενότητα.  Συγκεκριµένα: 
 
Η Jacobian  (σχέση 2.6.8) των συναρτήσεων 2.6.11 είναι: 
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Τελικώς, ο πίνακας συνδιασποράς των καρτεσιανών  συντεταγµένων x,y και z είναι: 
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι, ενώ οι µετρήσεις των κυλινδρικών συντεταγµένων  είναι 
αµοιβαία ανεξάρτητες, ο µετασχηµατισµός 2.6.11 καταλήγει σε στατιστικά 
εξαρτηµένες µετρήσεις των καρτεσιανών συντεταγµένων.  
Προφανώς, θα µπορούσε κανείς να µετρήσει µε ανεξάρτητο τρόπο (κατ΄ ευθείαν) τις 
καρτεσιανές συντεταγµένες. Η αλληλοεξάρτηση που εκφράζει η σχέση 2.6.16, είναι 
συνέπεια της µεθοδολογίας εκτίµησης των καρτεσιανών συντεταγµένων δια µέσου των 
(µη γραµµικών) µετασχηµατισµών 2.6.11. 

 
 

 
 



2.7   Συστηµατικά σφάλµατα. 
Μέχρι τώρα έχουµε ασχοληθεί µε τυχαία σφάλµατα, υποθέτοντας ότι η πραγµατική 
τιµή συµπίπτει µε την αναµενόµενη τιµή των εκτιµήσεων (µετρήσεων) και έχει τον 
χαρακτήρα τυχαίας µεταβλητής. Δείξαµε ότι ο καλύτερος τρόπος για να 
ελαχιστοποιήσουµε τα τυχαία σφάλµατα σε µία µέτρηση είναι να την επαναλάβουµε 
αρκετές φορές και να υπολογίσουµε τον µέσο όρο των µετρήσεων. 
Τι θα συµβεί όµως στην περίπτωση, όπου οι µετρήσεις µας θα αποκλίνουν  από την 
πραγµατική τιµή κατά την  ποσότητα Δx;  Εάν δηλαδή η αναµενόµενη τιµή των 
µετρήσεων δεν ισούται µε την πραγµατική τιµή αλλά αποκλίνει κατά Δx 
Στην περίπτωση αυτή δεν κερδίζουµε πολλά πράγµατα µε το να επαναλαµβάνουµε την 
µέτρηση. Θα πρέπει να επιχειρήσουµε τον προσδιορισµό, µε κάποιον άλλο ανεξάρτητο 
τρόπο, του µεγέθους  Δx και να διορθώσουµε την µέτρησή µας. Επειδή όµως πρόκειται 
για εκτίµηση της παραµέτρου Δx, θα συµπεριφέρεται ως τυχαία µεταβλητή. Με ποίο 
τρόπο θα επιτελέσουµε αυτή την διόρθωση. 
 
Ας υποθέσουµε  ότι η µέτρηση του φυσικού µεγέθους Χ, x, πάσχει και από 
συστηµατικά σφάλµατα. Θα θεωρήσουµε ότι η µέτρηση αποτελείται από δύο µέρη. 
Ένα τυχαίο, xR , µε σφάλµα σ, και ένα συστηµατικό, xS , µε σφάλµα s. Θα έχουµε 
δηλαδή ότι x=xR+xS . Συνεπώς η συνολική διασπορά των µετρήσεων θα ισούται µε: 
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Ερώτηση: Αποδείξετε την τελευταία ισότητα στη 2.7.1, χρησιµοποιώντας το 
επιχείρηµα ότι τα xS και xR είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Βρείτε την αναµενόµενη 
τιµή του x. 
Υπόδειξη: Η συνδιασπορά των ποσοτήτων xS και xR ισούται µε µηδέν. 
 
 
Σύµφωνα λοιπόν µε την 2.7.1, τα δύο είδη σφαλµάτων µπορούν να προστεθούν σε 
τετραγωνική µορφή. σ2

tot=σ2+s2 

 

Aς υποθέσουµε τώρα ότι, θέλουµε να συνδυάσουµε δύο µετρήσεις x1 και x2 , οι οποίες 
έχουν ένα κοινό συστηµατικό σφάλµα (s) και τυχαία σφάλµατα σ1 και σ2. Τότε 
µπορούµε να γράψουµε : 
x1=x1

R+x1
S, x2=x2

R+x2
S. 

 
Προφανώς θα ισχύει ότι V(x1)=σ1

2+s2 και V(x2)=σ2
2+s2. 

 
Η συνδιασπορά των δύο µεταβλητών, x1 και x2, θα είναι: 
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Γενικεύοντας, ο πίνακας συνδιασποράς µπορεί να γραφεί ⎟⎟
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Εξετάσαµε περιπτώσεις κατά τις οποίες τα συστηµατικά σφάλµατα είναι ανεξάρτητα 
των  µετρήσεων. Ας δούµε την, περισσότερο ρεαλιστική, περίπτωση όπου τα 
σφάλµατα είναι ανάλογα του αποτελέσµατος της  µέτρησης. Έστω δηλαδή οι τυχαίες 
µεταβλητές  x1 και x2, µε τυχαία  σφάλµατα, σ1 και σ2 και συστηµατικά σφάλµατα 
s1=ε·x1 και s2=ε· x2 αντίστοιχα. Προφανώς θα ισχύει ότι:  
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Επίσης εύκολα µπορεί να δείξουµε ότι: 21
2S

2
S
121 xxε)x,cov(x)x,cov(x ==  

Τα αποτελέσµατα αυτά, µπορούν εύκολα να γενικευθούν για την περίπτωση 
περισσότερων των δύο µετρήσεων. 

 
 
Παράδειγµα 2.7.1: 
Η ένταση του ηλεκτρικού ρεύµατος, Ι1, που διαρρέει µία αντίσταση υπολογίζεται µε 
την µέτρηση της διαφοράς δυναµικού V1 στα δύο άκρα της αντίστασης, µεγέθους 
R±σR, χρησιµοποιώντας ένα βολτόµετρο µε διακριτική ικανότητα σV1. Ποίο είναι το 
σφάλµα στην µέτρηση του ρεύµατος; 
 
Γνωρίζουµε από το νόµο του Ohm ότι Ι=V/R. Επειδή τα V και R είναι ανεξάρτητα 
µεταξύ τους, καταλήγουµε ότι: 
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Η ίδια  συνδεσµολογία χρησιµοποιείται και για την µέτρηση της έντασης του ρεύµατος, 
Ι2, όταν η διαφορά δυναµικού στα άκρα της αντίστασης είναι V2±σV2.. 

Τα σφάλµατα στο ρεύµα Ι2, θα δίνεται από την σχέση: 2
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Οι µετρήσεις των δύο ρευµάτων θα έχουν  µία µη µηδενική συνδιασπορά, επειδή 
χρησιµοποιήθηκε η ίδια αντίσταση,  που ισούται µε: 
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Προβληµα Να εξετάσετε την περίπτωση, όπου οι δύο µετρήσεις έχουν ανεξάρτητα 
συστηµατικά σφάλµατα  s1 και  s2 αντίστοιχα. 

Πρόβληµα 2.6.3 
Θεωρείστε τρείς µεταβλητές x1, x2, x3 και ας υποτεθεί ότι εκτός από τα τυχαία 
σφάλµατα σ1,σ2,σ3, έχουν ένα κοινό συστηµατικό σφάλµα s  και επί πλέον άλλο ένα 
ανεξάρτητο συστηµατικό σφάλµα Τ από το οποίο πάσχουν τα x1, x2 αλλά όχι το x3. 
Αποδείξτε ότι ο πίνακας συνδιασποράς είναι: 
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