
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
Ειδικές Συναρτήσεις Πυκνότητας Πιθανότητας 

 
 

3.1 Εισαγωγή 
Οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας ή οι συναρτήσεις πιθανότητας (στην 
περίπτωση τυχαίων µεταβλητών  µε διακριτό φάσµα τιµών) που συνήθως συναντούµε 
στις πρακτικές εφαρµογές µπορούν να προσεγγιστούν ικανοποιητικά µε απλές 
συναρτησιακές σχέσεις. Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε αυτές τις «ιδανικές» 
συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας και θα συζητήσουµε παραδείγµατα εφαρµογών 
στην περιγραφή καί ανάλυση πειραµατικών δεδοµένων. 
 

 
3.2   Διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας 
 
Ας υποθέσουµε ότι ρίχνουµε στον αέρα ένα νόµισµα. Η πιθανότητα να πέσει «κορώνα» 
είναι p=½, και να πέσει «γράµµατα» είναι q=1-p= ½.  Πώς θα µπορούσαµε να 
γράψουµε την συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Χ η οποία παίρνει την 
τιµή x=1 όταν το νόµισµα έρθει «κορώνα» και την τιµή x=0 όταν το νόµισµα έρθει 
«γράµµατα»; 
Είναι πολύ εύκολο να διαπιστώσετε ότι η ακόλουθη σχέση1:  

x1p)(1xpp)f(x; −−⋅=  3.2.1 
εκφράζει πλήρως την πιθανότητα έκβασης του πειράµατος και ότι το άθροισµα των 
πιθανοτήτων κάθε πιθανής έκβασης είναι ίσο µε τη µονάδα. 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι για κάθε έκβαση (δηλαδή x=0 ή x=1) η σχέση 3.2.1 
αντιστοιχίζει την σωστή πιθανότητα και ότι το άθροισµα των πιθανοτήτων, 
f(1,;p)+f(0;p), ισούται µε την µονάδα. 

 
Ας ρίξουµε τώρα 10 νοµίσµατα. Ποία είναι η πιθανότητα µόνο 3 από αυτά να έρθουν 
κορώνα ; 
H απάντηση προβλέπεται από την διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας και είναι:  
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Η διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας εκφράζει µε την σχέση 3.2.2 την πιθανότητα 
να έχουµε ακριβώς r επιτυχίες σε Ν δοκιµές, όταν η πιθανότητα επιτυχίας, σε κάθε 
δοκιµή, είναι σταθερή και ίση µε  p. 
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όπου r και N είναι θετικοί ακέραιοι και p είναι πραγµατικός αριθµός στο διάστηµα 0 ≤ 
p ≤ 1.  

                                                             
1  Η σχέση 3.2.1 συνήθως καλείται, τύπος  δοκιµών του Bernoulli 
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Η διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 
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Χαρακτηριστική συνάρτηση: [ ]nit p)(1epφ(t) −+⋅=    3.2.7 
 
Ερώτηση:  Αποδείξετε την σχέση 3.2.3 

Υπόδειξη: 
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Παράδειγµα 3.2.1: 
Σε µία συστοιχία ανιχνευτών φορτισµένων σωµατιδίων  χρησιµοποιούµε τρείς 
ανιχνευτές. Η αποδοτικότητα του κάθε ανιχνευτή είναι 95%, αλλά χρειαζόµαστε 
αποκρίσεις και από τους τρεις ανιχνευτές συγχρόνως για να είµαστε βέβαιοι ότι  ένα 
σωµατίδιο πέρασε δια µέσου της ανιχνευτικής συστοιχίας. Ποία είναι η συνολική 
αποδοτικότητα του συστήµατος ; 
Εφαρµόζοντας την σχέση 3.2.2 βρίσκουµε ότι:  
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 Ποία θα είναι η αποδοτικότητα του συστήµατος εάν χρησιµοποιήσουµε τέσσαρους 
ανιχνευτές και ζητούσαµε οι τρεις από αυτούς να δίνουν θετική απόκριση ; 
Προφανώς:   

( ) ( ) 0.9860.9510.95
4
4

0.9510.95
3
4 0413 =−⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

 



 
Παράδειγµα 3.2.2: 
Ας υποθέσουµε ότι παριστούµε την συχνότητα εµφάνισης των  τιµών µίας µέτρησης, x, 
µε ένα ιστόγραµµα. Θα καλούµε «επιτυχία» την περίπτωση όπου η τιµή του x 
αντιστοιχεί στον ιστό( bin) j και «αποτυχία» όταν αντιστοιχεί σε οποιοδήποτε άλλο bin. 
Το πλήθος γεγονότων ,r, στον ιστό j ενός ιστογράµµατος που περιέχει Ν συνολικά 
γεγονότα είναι και αυτή τυχαία µεταβλητή µε διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας. 
Η πιθανότητα pj για µία επιτυχία,  ισούται µε το ορισµένο ολοκλήρωµα της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής x, πάνω στο διάστηµα τιµών  του 
x που αντιστοιχεί ο ιστός j.  
Η πιθανότητα να βρούµε r µετρήσεις στον ιστό  j δίνεται από την δυωνυµική κατανοµή 
3.2.2, µε p=pj, µε   αναµενόµενη τιµή την Ε( r ) = N pj και τετραγωνική διασπορά V(r ) 
= N pj (1-pj) 
Όταν ο ιστός αντιστοιχεί σε µικρή περιοχή τιµών της µεταβλητής x, η πιθανότητα να 
αυξηθεί το πλήθος γεγονότων σ΄ αυτό τον ιστό είναι αρκετά µικρότερος της µονάδας, 
pj<<1, ώστε  η διασπορά να µπορεί να γραφεί ως:  
V( r ) = σ2 = Ν pj (1-pj) ≈ N pj ≈ E( r ) ≈ r    
 
 
 
Παράδειγµα 3.1.3:2 
Η Μαριάνθη - µία µορφωµένη, µοντέρνα και προπαντώς «καπάτσα», νεαρή κυρία – 
αφού µελέτησε τις απαραίτητες ανθρωπολογικές εργασίες, κατέληξε ότι, µόνο ένας 
στους χίλιους σηµερινούς άνδρες µπορεί να κριθεί κατάλληλος– για τις ανάγκες της και 
για την προσωπικότητά της – µέλλων σύζυγος. Το ερώτηµα που έθεσε, αµέσως µετά, 
στον εαυτό της ήταν: 
«Μαριάνθη!! πόσους άνδρες πρέπει να δοκιµάσεις για να έχεις τουλάχιστον 99% 
πιθανότητα να βρείς τον άνδρα που σου ταιριάζει ;» 
Για να αποφύγει απλουστεύσεις, έθεσε p την πιθανότητα ότι σε µία τυχαία επιλογή 
µπορεί να επιλέξει τον κατάλληλο σύντροφο και αποφάσισε να συµβολίζει µε α την 
επιζητούµενη πιθανότητα (δηλαδή 99%) να βρει τον σύζυγο µετά τις απαραίτητες, Ν  
δοκιµές. 
Μετά έκαµε τους ακόλουθους συλλογισµούς. 
Έστω x ο αριθµός των κατάλληλων ανδρων που θα βρεί σε Ν δοκιµές. Οι συνθήκες 
επέβαλλαν:  
• Η πιθανότητα ώστε σε Ν δοκιµές, να βρει τουλάχιστον έναν σύζυγο θα πρέπει να 
είναι µεγαλύτερη από α: α1)P(x ≥≥  
• Η πιθανότητα ώστε, να µη  βρει σύζυγο µετά από Ν δοκιµές θα πρέπει να είναι 
µικρότερη από: α10)P(x −≤=  
 
Μετά εφάρµοσε την διωνυµική κατανοµή και συνέχισε ως εξής: 

                                                             
2 Η ίδια µέθοδος ανάλυσης, είναι εφαρµόσιµη σε κάθε πείραµα που σχεδιάζεται για την µελέτη σπάνιων 
φαινοµένων. 
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Με αγωνία αντικατέστησε: p=0.001 και α=0.99.  
«Περισσότερους από 4603!!!» αναφώνησε, και βιάστηκε να καλέσει στο τηλέφωνο  
τον αριθµό για γνωριµίες. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.3   Πολυωνυµική συνάρτηση πιθανότητας 
 
Ας υποθέσουµε ότι κάποιος ρίχνει ένα ζάρι. Ας υποθέσουµε επίσης ότι, για 
κατασκευαστικούς λόγους, κάθε δυνατή έκβαση (1, 2, 3, 4, 5, 6) έχει διαφορετική 
πιθανότητα. Ας καλέσουµε µε  pi (i=1,2,…,6) την πιθανότητα µία ρίψη να καταλήξει 
σε κάθε ένα από τα δυνατά αποτελέσµατα. Ποια είναι η πιθανότητα µετά από, 
συνολικά, Ν ρίψεις τα αποτελέσµατα να έχουν ως εξής: r1 φορές το ζάρι έφερε 1, r2 
φορές το ζάρι έφερε 2,   r3 φορές το ζάρι έφερε 3, r4 φορές το ζάρι έφερε 4,  r5 φορές το 
ζάρι έφερε 5 και  r6 φορές το ζάρι έφερε 6 ; 

Η απάντηση είναι: 654321 r
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H γενίκευση της διωνυµικής συνάρτησης πιθανότητας για την περίπτωση 
πειράµατος µε περισσότερα από δύο δυνατά αποτελέσµατα λέγεται πολυωνυµική 
(multonomial)  συνάρτηση πιθανότητας και εκφράζεται από την σχέση 3.3.1 
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Η αναµενόµενη τιµή, η διασπορά και η συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών ri 
(i=1,2,…k) δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 
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Κλασικό παράδειγµα τυχαίων µεταβλητών µε πολυωνυµική συνάρτηση πιθανότητας 
αποτελούν οι πληθυσµοί γεγονότων στους ιστούς ενός ιστογράµµατος. 
 
Θα πρέπει να παρατηρήσετε ότι σύµφωνα µε την σχέση 3.3.2, οι πληθυσµοί των 
γεγονότων των ιστών δεν είναι αµοιβαία ανεξάρτητοι µεταξύ τους. Η εξάρτηση 
επιβάλλεται από το γεγονός ότι ο συνολικός αριθµός των γεγονότων είναι δεδοµένος, 
ώστε το άθροισµα των τυχαίων µεταβλητών ri να ισούται µε Ν. 
 
Όπως φαίνεται στις ασκήσεις αξιολόγησης είναι δυνατόν να αποφύγουµε αυτή την 
αµοιβαία εξάρτηση εάν ο συνολικός αριθµός γεγονότων θεωρηθεί και αυτός τυχαία 
µεταβλητή. Στην περίπτωση αυτή όµως η κοινή συνάρτηση πιθανότητας των 
µεταβλητών ri δεν είναι πολυωνυµική αλλά γινόµενο από Poissonians (βλέπε επόµενη 
υποενότητα) 
 
 
 
 

 
 
 
Πρόβληµα 
Έστω οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ µε δυωνυµικές συναρτήσεις πιθανότητας. Δείξετε 
ότι η τυχαία µεταβλητή Ζ+Χ+Υ έχι και αυτή δυωνυµική συνάρτηση πιθανότητας. 
 
 
Υπάρχει η προκατάληψη3 ότι όταν πέφτει  στο έδαφος µία βουτυρωµένη φέτα ψωµί θα 
καταλήξει µε το βούτυρο στο έδαφος. Προκειµένου να ελεγχθεί η υπόθεση το πείραµα 
επαναλήφθηκε Ν φορές και παρατηρήθηκε ότι Κ φορές έπεσε µε το βούτυρο στο 
έδαφος και Μ (=Ν-Κ) φορές. Να υπολογισθεί το σφάλµα στην µέτρηση του παράγοντα 

ασυµµετρίας: 
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Δείξετε ότι όταν ο συνολικός αριθµός των γεγονότων που εισέρχονται σε ένα 
ιστόγραµµα είναι τυχαία µεταβλητή τότε η κοινή συνάρτηση πιθανότητας των 
πληθυσµών των ιστών είναι γινόµενο Poissonians. 

                                                             
3 Δεν πρόκειται για προκατάληψη. Πράγµατι λόγω ροπών πέφτει µε το βούτυρο στο έδαφος. Το παράδειγµα αυτό έχει 
ευρύ φάσµα εφαρµογών σε µετρήσεις ασυµετρίας, π.χ. στην forward – backward ασυµµετρία λόγω πόλωσης κτλ 



3.4   Η συνάρτηση πιθανότητας Poisson 
 
Η Poissonian  συνάρτηση πιθανότητας βρίσκει εφαρµογές σε περιπτώσεις δοκιµών-
επιτυχίας, όταν οι δοκιµές είναι αµοιβαία ανεξάρτητες και δεν είναι γνωστό το πλήθος 
των δοκιµών. Ένα αντιπροσωπευτικό παράδειγµα τέτοιων περιπτώσεων αποτελεί το 
φαινόµενο των ραδιενεργών διασπάσεων. Όταν από µία ραδιενεργή πηγή  ανιχνευθούν 
Ν διασπάσεις,  δεν υπάρχει τρόπος να γνωρίζουµε µε βεβαιότητα το πλήθος των 
ραδιενεργών πυρήνων (δοκιµές) διότι δεν υπάρχει τρόπος να ανιχνεύσουµε τους 
πυρήνες που δεν διασπάστηκαν. 
 
Aς υποτεθεί ότι σωµατίδια εκπέµπονται από µία ραδιενεργό πηγή µε έναν µέσο ρυθµό 
γ διασπάσεων ανά µονάδα χρόνου (π.χ διασπάσεις/δευτερόλεπτο).  Σε ένα χρονικό 
διάστηµα Δt, αναµένονται να συµβούν λ (=γΔt) διασπάσεις. Ας διαιρέσουµε το 
διάστηµα Δt, σε n πολύ µικρά ίσα διαστήµατα, δt. Τόσο µικρά ώστε η πιθανότητα να 
έχουµε δύο διασπάσεις στο ίδιο χρονικό διάστηµα, δt, να είναι αµελητέα.  
 
Η πιθανότητα ώστε ένα  διάστηµα, δt να περιέχει µία διάσπαση είναι p=λ/n=γδt/n. Το 
πρόβληµά εύκολα ανάγεται σε πρόβληµα διωνυµικής επιτυχίας σε n συνολικές 
προσπάθειες. Πράγµατι, για n συνεχείς φορές θα ελέγξουµε (n δοκιµές) εάν συνέβη 
διάσπαση σε χρονικό διάστηµα δt και θα σηµειώσουµε τον συνολικό αριθµό των 
διασπάσεων (επιτυχιών), r. H πιθανότητα για r  επιτυχίες  δίνεται από τη γνωστή 
σχέση: 
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  3.4.1 

 
Όταν το n  τείνει στο άπειρο (ώστε η πιθανότητα διπλής διάσπασης να γίνεται µηδέν) 
αλλά το r παραµένει πεπερασµένο, ισχύει η επόµενη προσέγγιση:  
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καθώς επίσης και ότι: 
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Εποµένως η 3.4.1 παίρνει την µορφή: 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 3.4.4 έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 
Αναµενόµενη τιµή:             µ=Ε(r)=λ 3.4.5 
Διασπορά:                           V(r )=λ 3.4.6 

Καµπυλότητα:      
µ
1γ1 =  3.4.7 



Κύρτωση:          
µ
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Χαρακτηριστική συνάρτηση: 
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Ερώτηση: Αποδείξετε την σχέση 3.4.2 
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Παράδειγµα 3.4.1. 
 
Σύνθετη κατανοµή Poisson 
Όταν σχετικιστικά φορτισµένα σωµάτια µε (β=v/c≈1) περάσουν µέσα από ένα θάλαµο 
νεφώσεων, ο δηµιουργούµενος ιονισµός προκαλεί τον σχηµατισµό σταγονιδίων τα 
οποία παρατηρούνται σαν τροχιές. Επειδή σχεδόν όλα τα σωµατίδια που διαπερνούν 
τον θάλαµο έχουν γνωστό φορτίο (ακέραιο πολλαπλάσιο του φορτίου του ηλεκτρονίου 
- e),  µπορεί κανείς να µελετήσει τον σχηµατισµό των σταγονιδίων σαν συνάρτηση του 
φορτίου. 
 
Σε µία τέτοια µελέτη υπέθεσαν ότι η πιθανότητα σχηµατισµού ενός σταγονιδίου ανά 
µονάδα µήκους της τροχιάς, είναι σταθερή και είναι επίσης ανάλογη του τετραγώνου 
του φορτίου του σωµατίου. Σκοπός του πειράµατος ήταν να βρεθούν τροχιές, µε 
πλήθος σταγόνων, ανά µονάδα µήκους τροχιάς, σηµαντικά µικρότερο του µέσου όρου 
του παρατηρούµενου πλήθους στις άλλες τροχιές. Τέτοια παρατήρηση θα συντελούσε 
στην απόδειξη ύπαρξης ελευθέρων quarks1.  
Με τις παραπάνω υποθέσεις, η κατανοµή του αριθµού  των σταγονιδίων ανά µονάδα 
µήκους πρέπει να ακολουθεί τον νόµο του Poisson, µε αναµενόµενη τιµή µ ίση µε 229, 
όπως βρέθηκε από βαθµονόµηση της πειραµατικής συσκευής. 
 
 Μετά από την καταµέτρηση 55000 τροχιών, βρέθηκε µία µόνο τροχιά µε ν=110 
σταγονίδια ανά µονάδα µήκους. Προφανώς ν<<µ!!! 
 Η στατιστική ερµηνεία του πειραµατικού αποτελέσµατος προϋποθέτει: α) να 
υπολογίσουµε την πιθανότητα που έχει ένα σωµατίδιο, µε το µικρότερο δυνατόν 
φορτίο (δηλ. 1 e), να παραγάγει ν=110 ή λιγότερα σταγονίδια και β) να συγκρίνουµε 
αυτή την πιθανότητα µε την παρατηρούµενη συχνότητα εµφάνισης «ανώµαλου» 
ιονισµού (δηλ. Λίγα σταγονίδια)  ο οποίος είναι: 1 τροχιά στις 55000 τροχιές ≅ 2×10-5. 

                                                
1 Στοιχειώδη Σωµατίδια, βασικές δοµικές µονάδες του Κόσµου, µε φορτίο ίσο µε κλάσµα του φορτίου του 
ηλεκτρονίου. Η Θεωρία προβέπει ότι δεν µπορούν να υπάρξουν ελεύθερα, αλλά µόνο σαν συστατικά των αδρονίων. 

 
 



Σε περίπτωση κατανοµής Poisson, η πιθανότητα να παρατηρήσουµε ν ή λιγότερα 
σταγονίδια είναι: 
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Κάποιος θα µπορούσε να πεί ότι, η παρατηρούµενη συχνότητα εµφάνισης τροχιών µε  
µικρό αριθµό σταγόνων είναι κατα 13 τάξεις µεγέθους µεγαλύτερος από ό,τι κανείς 
περιµένει από στατιστικές διακυµάνσεις (σχέση 3.4.10) . Με άλλα λόγια η πειραµατική 
παρατήρηση υποστηρίζει την ύπαρξη ελεύθερου κλασµατικού φορτίου. 
 
Όµως, ο µηχανισµός σχηµατισµού των σταγονιδίων αµφισβητήθηκε. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
Η ένσταση επικεντρώθηκε στο γεγονός ότι το φαινόµενο που ακολουθεί κατανοµή 
Poisson δεν είναι η κατανοµή των σταγόνων ανά µονάδα µήκους, αλλά ο αριθµός των 
σκεδάσεων2 που υφίσταται το σωµάτιο ανά µονάδα µήκους. Και µάλιστα σε κάθε 
σκέδαση (βλεπε Σχήµα 3.4.1)  παράγονται περίπου 4 σταγονίδια. 
 
Υποθέτοντας ότι σε κάθε σκέδαση παράγονται ακριβώς 4 σταγονίδια, ο αριθµός των 
σκεδάσεων για την µέση τροχιά και την ακραία τροχιά, θα είναι: 
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2 Σε κάθε σκέδαση του σωµατιδίου µε τα δοµικά συστατικά του µέσου, το σωµατίδιο εναποθέτει ενέργεια και ιονίζει 
τα άτοµα του µέσου. Τα παραγόµενα ιόντα  αποτελούν τους πυρήνες συµπυκνώσεις των υπέρκορων ατµών σε 
σταγόνες. 

 

Σκέδαση 
 

 
Σχήµα 3.4.1:  
Σχηµατική παράσταση δηµιουργίας σταγονιδίων. 



 
Συνεπώς, η πιθανότητα η ακραία τροχιά να είναι γεγονός στατιστικής διακύµανσης 
είναι: 
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Προφανώς, η πιθανότητα της στατιστικής διακύµανσης, που προβλέπει η σχέση 3.4.12, 
είναι κατά µία τάξη µεγέθους µόνο µικρότερη από την παρατηρούµενη συχνότητα 
εµφάνισης ακραίων τροχιών. 
 
Ενα πιό εξελιγµένο µοντέλο µηχανισµού σχηµατισµού σταγονιδίων θα ελάµβανε υπ’ 
όψη το γεγονός ότι, οι στοιχειώδεις σκεδάσεις δεν σχηµατίζουν πάντα τον ίδιο αριθµό 
σταγονιδίων, αλλά ότι ο συνολικός αριθµός σταγονιδίων ανά τροχιά κατανέµεται κατά 
Poisson. 
Προκειµένου να προβούµε σε ποσοτικές προβλέψεις αυτού του µοντέλου θα 
καλέσουµε µε: 
Ν : τον αριθµό των στοιχειωδών σκεδάσεων ανά µονάδα µήκους σε µία τροχιά.  
λ  : τον µέσο αριθµό στοιχειωδών σκεδάσεων ανά µονάδα µήκους της τροχιάς. 
ρ  :  τον µέσο αριθµό σταγονιδίων ανά σκέδαση. 
 
Σύµφωνα µε τα πειραµατικά δεδοµένα,  λ⋅ρ=229 και ρ=4. Επειδή όµως, ο αριθµός των 
στοιχειωδών σκεδάσεων είναι κατανεµηµένος κατά Poisson, η µεταβλητή Ν 
κατανέµεται ως ακολούθως: 
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Μία τροχιά η οποία έχει υποστεί Ν σκεδάσεις, παράγει n  συνολικά σταγονίδια  
σύµφωνα µε την ακόλουθη κατανοµή πιθανότητας:  
 

( )
n!
eρN(n)P

ρNn
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⋅−⋅⋅
=  3.4.14 

όπου  (Νρ) είναι ο µέσος συνολικός αριθµός σταγονιδίων ανά µονάδα µήκους της 
τροχιάς. 
 
Η πιθανότητα να παραχθούν n σταγονίδια ανά µονάδα µήκους, ανεξάρτητα από πόσες 
σκεδάσεις υπέστη η τροχιά,, είναι: 
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Η 3.4.15  καλείται συνδυασµένη συνάρτηση πιθανότητας Poisson. Εποµένως 
καταλήγουµε ότι: 
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Κατά συνέπεια ΔΕΝ υπάρχει καµµία διαφωνία µε την πειραµατική παρατήρηση. 
 
 
Η συνάρτηση πιθανότητας του αθροίσµατος δύο ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, Χ 
και Υ, µε Poissonian συναρτήσεις πιθανότητας και αναµενόµενες τιµές µx και µy 
αντίστοιχα είναι και αυτή  Poissonian. Συγκεκριµένα: 
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Ερώτηση: Αποδείξετε την σχέση 3.4.16 
Υπόδειξη: Έστω οι νέες µεταβλητές: Ζ1=Χ+Υ και Ζ2=Υ ( ώστε Χ=Ζ1-Ζ2 και Υ=Ζ2). Η 
κοινή συνάρτηση πιθανότητας, g(z1,z2) θα είναι: 
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πιθανότητας g1(z1), λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι 0≤z2≤z1, θα είναι: 
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3.5 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας Gauss 
 
Για την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας Gauss έχουν ήδη λεχθεί πολλά και θα µας 
απασχολήσει ακόµα περισσότερο στα επόµενα κεφάλαια. Πολύ περιληπτικά, 
παραθέτουµε τις ιδιότητές της. 

Συναρτησιακός τύπος:                 ( ) dxe
σ2π

1dxσµ,NP(x)dx
2

2
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==      3.5.1 

Αναµενόµενη τιµή:       Ε(x)=µ   3.5.2 
Διασπορά:     V(x)=σ2   3.5.3 
Καµπυλότητα:    γ1=0    3.5.4 
Κύρτωση:     γ2=0    3.5.5 

Χαρακτηριστική συνάρτηση:    
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Συνήθως καλούµε την συνάρτηση Gauss, «κανονική» (normal) συνάρτηση 
πιθανότητας και η αθροιστική της (cumulative) συνάρτηση: 
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καλείται «κανονική» κατανοµή ή συνάρτηση σφάλµατος. 
 
Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι εάν Χ1 και Χ2 είναι δύο τυχαίες µεταβλητές µε κανονικές 
συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας, )σ,N(µ 2

11  και )σ,N(µ 2
22 αντίστοιχα, τότε και η 

µεταβλητή Ζ= aΧ1 +bΧ2  έχει κανονική συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας  
)σbσa,bµN(aµ 2
2

22
1

2
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Ερώτηση: Δείξετε ότι εάν Χ1 και Χ2 είναι δύο τυχαίες µεταβλητές µε κανονικές 
συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας, )σ,N(µ 2

11  και )σ,N(µ 2
22 αντίστοιχα, τότε και η 

µεταβλητή Ζ= aΧ1 +bΧ2  έχει κανονική συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας  
)σbσa,bµN(aµ 2
2

22
1

2
21 ++  

Υπόδειξη:  Οι µεταβλητές aΧ1  και bΧ2 έχουν κανονικές συναρτήσει πυκνότητας 

πιθανότητας µε χαρακτηριστικές συναρτήσεις, 
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=  αντίστοιχα. Η χαρακτηριστική συνάρτηση της µεταβλητής Ζ 
δίνεται από το γινόµενο των χαρακτηριστικών συναρτήσεων των µεταβλητών aΧ1  και 

bΧ2 :
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=⋅= , η οποία είναι 
χαρακτηριστική συνάρτηση κανονικής συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. 
 
 
 
 
Έστω, Ν τυχαίες µεταβλητές Χ1,Χ2,…,ΧN. Θα παριστούµε τις τιµές των µεταβλητών 
µε το διάνυσµα x!   και τις συνδιασπορές των µεταβλητών µε τον πίνακα συνδιασποράς 



V~ . Έστω επίσης ότι η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f(x1,x2,…,xN) = )xf(!            
των Ν τυχαίων µεταβλητών είναι Gauss. H συναρτησιακή µορφή της συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας  Gauss  σε περισσότερες της µίας διαστάσεων δίνεται από την 
ακόλουθη σχέση: 
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όπου µε το διάνυσµα µ!  παριστούµε τις Ν παραµέτρους { µ1,µ2,…,µN}. 
Η αναµενόµενη τιµή των τυχαίων µεταβλητών Χi ισούται µε τις αντίστοιχες 
παραµέτρους µi (i=1,2,3,…,N). 
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Προφανώς η συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών θα ισούται: 
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Η χαρακτηριστική συνάρτηση της συνάρτησης 3.5.9 είναι: 
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!!!!  είναι και αυτή τυχαία µεταβλητή µε 

συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας που δίνεται από την σχέση: 
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Η τυχαία µεταβλητή χ θα µας απασχολήσει εκτενώς στα επόµενα κεφάλαια. 
 

 
Στην περίπτωση δύο τυχαίων µεταβλητών, Χ και Υ, η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας Gauss γράφεται ως: 
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Επίσης η υπό συνθήκη συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας, f(x|y), και αυτή Gaussian: 
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3.6 Οµοιόµορφη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  
Ο χαρακτηρισµός «οµοιόµορφη» αναφέρεται στο γεγονός ότι η πυκνότητα πιθανότητας 
είναι , η ίδια, σταθερή σε όλο το πεδίο τιµών της τυχαίας µεταβλητής.  
Ο συναρτησιακός τύπος της οµοιόµορφής συνάρτησης πιθανότητας και οι βασικές 
ιδιότητές έχουν ως ακολούθως: 

bxκαιxaγια0f(x)

bxaγια
ab
1f(x)

≥≥=

≤≤
−

=
 3.6.1 

Αναµενόµενη τιµή:  E(x)=(b-a)/2 3.6.2 

Διασπορά:   
12
a)(bV(x)
2−

=  3.6.3 

Καµπυλότητα:   γ1=0  3.6.4 
Κύρτωση:   γ2=-1.2  3.6.5 

Χαρακτηριστική συνάρτηση:  
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Ερώτηση: Αποδείξετε την σχέση 3.6.3. 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι η συνάρτηση της πυκνότητας πιθανότητας του αθροίσµατος δύο 
τυχαίων µεταβλητών, µε την ίδια οµοιόµορφη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, 
είναι τριγωνική συνάρτηση. 
Υπόδειξη: Έστω δύο τυχαίες µεταβλητές, Χ και Υ, µε συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας την 3.6.1. Η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι: 
g(x+y)=f(x)⋅f(y). Χρησιµοποιώντας τις νέες µεταβλητές Ζ1=Χ+Υ και Ζ2=Υ γράφουµε 
ότι: g(z1,z2)=f(z1-z2)⋅f(z2). Προκειµένου να βρούµε την οριακή συνάρτηση g1(z1) θα 
πρέπει να ολοκληρώσουµε διακρίνοντας τις περιπτώσεις:  
α) z1<b  και συνεπώς a≤z2<b  και   a≤z2-z1<b   
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β) z1≥b.  Προκειµένου   a≤z2≤b  a≤z2-z1≤b  , το κάτω όριο ολοκλήρωσης θα πρέπει να 
είναι ίσο µε  z1-b+a και το πάνω όριο ίσο µε b. ¨Ώστε: 
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Οι δύο σχέσεις, 3.6.7 και 3.6.8, µπορούν να γραφούν υπό την κοινή µορφή: 
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Συνήθως γράφουµε την τριγωνική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε την µορφή: 
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Εύκολα µπορείτε να επαληθεύσετε τα ακόλουθα χαρακτηριστικά της τριγωνικής 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας: 
Αναµενόµενη τιµή:  E(x)=µ 
Διασπορά: Γ2/6 
Καµπυλότητα: γ1=0 
Κύρτωση:    γ2=-0.6 
 
 
 

 
3.7 Ασυµπτωτική  συµπεριφορά  κατανοµών. 
 
Ας θεωρήσουµε την κατανοµή Poisson που δίνεται στην 3.4.4 Θέτoντας r = λ+x 
(δηλαδή σηµειώνουµε µε x την απόκλιση από την µέση τιµή) και χρησιµοποιώντας την 
προσέγγιση  Stirling: r2lnrrlnr)ln(r! π+−≅ , µπορούµε να γράψουµε τον λογάριθµο 
της 3.4.4 ως: 
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Σχήµα 3.7.1: Σύγκριση της προσέγγισης µε συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας Gauss (συνεχείς γραµµές) µε 
κατανοµές Poisson, για διαφορετικές αναµενόµενες τιµές, λ. 
 



Αναλύοντας στην συνέχεια τον όρο ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
λ
x1ln  της σχέσης 3.7.1,  σε σειρά Taylor 
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ή στην ισοδύναµη σχέση: 
 

2λ
x2

e
λ2

1P(x)
−

≈
π

 3.7.3 

Αντικαθιστώντας στην σχέση 3.7.3 ότι x=r-λ και ότι η αναµενόµενη τιµή της 
µεταβλητής r είναι µ=λ και η διασπορά είναι V( r ) =σ2=λ (βλέπε ιδιότητες της 
Poissonian) καταλήγουµε ότι: 

2

2

2σ
r)-(µ

e
σ2π

1P(r)
−

≈      3.7.4 

Προκειµένου να καταλήξουµε στην σχέση 3.7.4 υποθέσαµε ότι οι τιµές της µεταβλητής 
r,  είναι πολύ µεγαλύτερες της µονάδας (ώστε να ισχύει ο τύπος του Stirling) και ότι η 
απόκλιση από την µέση τιµή της µεταβλητής r είναι σχετικά µικρή (ώστε να 
αγνοήσουµε όρους xk=(λ-r)k 

για k>2).   
Δείξαµε λοιπόν, ότι στην περίπτωση όπου ο αριθµός των συµβάντων, r,  είναι µεγάλος 
και ότι η αναµενόµενη τιµή είναι µεγάλη (r-λ είναι µικρό) η συνάρτηση πιθανότητας 
Poisson ουσιαστικά συµπίπτει µε Gaussian, όπως επιδεικνύεται γραφικά και στο Σχήµα 
3.7.1). 
 
Θα µπορούσαµε να καταλήξουµε στο ίδιο συµπέρασµα εξετάζοντας τις συνέπειες του 
θεωρήµατος του κεντρικού ορίου για την περίπτωση τυχαίων µεταβλητών µε 
συνάρτηση πιθανότητας Poisson. Πράγµατι, ο παρατηρούµενος αριθµός συµβάντων 
είναι το άθροισµα r ανεξαρτήτων συµβάντων µε πιθανότητα κάθε ένα να συµβεί ίση µε 
p. Συνεπώς ικανοποιούνται οι βασικές προϋποθέσεις του θεωρήµατος του κεντρικού 
ορίου και καθώς το r τείνει στο άπειρο θα πρέπει να κατανέµεται µε Gaussian 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 
 
Το γενικό συµπέρασµα, στο οποίο καταλήγουµε, είναι ότι πολλές από τις ευρέως 
χρησιµοποιούµενες συναρτήσεις (πυκνότητας) πιθανότητας , όπως η διωνυµική, 
πολυωνυµική, Poisson, χ2,  Studnts-t, Fisher3 κλπ, τείνουν ασυµπτωτικά προς την 
Gaussian καθώς ο αριθµός των εµπλεκοµένων παρατηρούµενων συµβάντων τείνει στο 
άπειρο. 
Βεβαίως, είναι λάθος να υποθέτουµε εκ των προτέρων, όπως θα δειχθεί στην επόµενη 
υποενότητα, ότι οι µετρήσεις, παρατηρήσεις ή εκτιµήσεις ενός φυσικού µεγέθους 
περιγράφονται από  Gaussian συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 
 

                                                
3 Στις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας , χ2,  Studnts-t, Fisher θα αναφερθούµε σε εδάφια των επόµενων 
κεφαλαίων.  



3.8 Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των πειραµατικών δεδοµένων. 
Οι συναρτησιακοί τύποι πυκνότητας πιθανότητας που αναφέρθησαν σ’  αυτό το 
Κεφάλαιο δεν καλύπτουν επ΄ ουδενί το φάσµα συναρτήσεων που χρησιµοποιούνται 
στην Στατιστική Ανάλυση. Η επέκταση σε µία τέτοια περιγραφή ξεφεύγει από τους 
στόχους αυτού του συγγράµµατος. Θα αναφερθούµε σε άλλους τύπους συναρτήσεων 
πυκνότητας πιθανότητας σε επόµενα εδάφια, όταν θα ασχοληθούµε µε την χρήση τους 
στην εκτίµηση παραµέτρων και τον έλεγχο υποθέσεων.  
Επί πλέον θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η χρήση αυτών των «ιδανικών» συναρτήσεων 
πυκνότητας πιθανότητας παρέχει την δυνατότητα περιγραφής πειραµατικών δεδοµένων 
σε ειδικές περιπτώσεις και υπό ειδικές προυποθέσεις, όταν π.χ. η συσκευή µέτρησης 
είναι σχετικά απλή. Σε περιπτώσεις όπου η διαδικασία µέτρησης είναι πολύπλοκη, η 
περιγραφή της πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων και η σχέση τους µε 
πραγµατικές τιµές φυσικών παραµέτρων είναι σχεδόν αδύνατο να επιτευχθεί, έστω και 
προσεγγιστικά, µε την χρήση απλών συναρτήσεων. Θα επανέλθουµε σ’ αυτή την 
παρατήρηση στην υποενότητα 3.9. 
 
Η αντίληψη ότι εφ όσον πρόκειται για µετρήσεις «δικαιούµεθα» να υποθέσουµε ότι η 
πυκνότητα πιθανότητας είναι Gaussian είναι λάθος. Επί παραδείγµατι, όταν µετρούµε 
τον χρόνο ζωής βραχύβιων ραδιενεργών ισοτόπων, t, η συνάρτηση πυκνότητα 
πιθανότητας είναι εκθετικής µορφής: 

 t00,λe
λ
1f(t) tλ ≤>⋅= ⋅−   3.8.1 

 έστω και εάν τα όργανα µέτρησης εισάγουν µηδενικό σφάλµα, διότι αυτό επιβάλλεται 
από βασικές αρχές.  
Βεβαίως, τα πραγµατικά όργανα µέτρησης συνεισφέρουν µε επιπλέον στατιστικές 
διακυµάνσεις, ώστε ο µετρούµενος χρόνος να είναι το ακόλουθο άθροισµα: 
   t=t1+t2  3.8.2 
όπου η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής t1 περιγράφεται 
από την σχέση 3.8.1 ενώ η τυχαία µεταβλητή t2 έχει, συνήθως, Gaussian πυκνότητα 
πιθανότητας4. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του µετρούµενου µεγέθους t, 
είναι η συνέλιξη5  της συνάρτησης 3.8.1 µε την συνάρτηση που εκφράζει την 
διακριτική ικανότητα του οργάνου. Το αποτέλεσµα της συνέλιξης δεν θα είανι 
Gaussian συνάρτηση. 
 
Σε πλήθος άλλων περιπτώσεων, ιδιαίτερα όταν ο στατιστικός χαρακτήρας του 
αποτελέσµατος της µέτρησης οφείλεται σχεδόν αποκλειστικά στην διαδικασία 
µέτρησης,  η Gaussian συνάρτηση προσεγγίζει ικανοποιητικά την συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων. Πολλοί πειραµατικοί ισχυρίζονται ότι έχουν 
το δικαίωµα να χρησιµοποιούν την Gaussian  προσέγγιση σε κάθε περίπτωση, διότι 
πιστεύουν ότι είναι αποδεδειγµένο µαθηµατικά ότι κάθε µέτρηση φυσικού µεγέθους 
πληροί τις προϋπόθεσες του θεωρήµατος του κεντρικού ορίου. Παράλληλα, οι 
µαθηµατικοί πιστεύουν ότι έχουν το δικαίωµα να χρησιµοποιούν την Gaussian 
προσέγγιση διότι η πρακτική εµπειρία των µαθηµατικών έχει δείξει ότι για κάθε 
πρακτική εφαρµογή πληρούνται οι προϋποθέσεις εφαρµογής του θεωρήµατος του 
κεντρικού ορίου. Αµφότεροι οι επιστηµονικοί κλάδοι εκφράζουν µία ιδιαίτερη 

                                                
4  Πρόκειται για την συνάρτηση που εκφράζει την διακριτική ικανότητα του οργάνου. 
5 Βλέπε στα επόµενα αυτής της υποενότητας. 
 
 



προτίµηση στην Gaussian, λόγω των µοναδικών ιδιοτήτων της και της ευκολίας να 
καταλήγει κανείς σε συµπεράσµατα. 
 
Όπως είδαµε στην υποενότητα  2.4 ο µέσος όρος επαναλαµβανόµενων µετρήσεων  
περιγράφεται, κατά καλή προσέγγιση (που εξαρτάται από το πλήθος των µετρήσεων 
που χρησιµοποιούνται για τον µέσο όρο), από Gaussian συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας. Επιπλέον, αυτή η ιδιότητα του µέσου όρου ισχύει ανεξάρτητα µε το είδος 
της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων. Συνεπώς, είναι προτιµότερο 
να χρησιµοποιεί κανείς τον µέσο όρο µετρήσεων παρά τις µετρήσεις αυτές καθ’  
εαυτές6. 
Αντιθέτως το άθροισµα Gaussian συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας, µε την ίδια 
µέση τιµή, µ, αλλά µε διαφορετικό σ δεν είναι Gaussian. Ας υποθέσουµε ότι τα 
αποτελέσµατα των µετρήσεων µίας φυσικής ποσότητας, που συλλέγονται σε ένα 
πείραµα, ανήκουν σε Κ κατηγορίες7. Κάθε κατηγορία µετρήσεων περιγράφεται µε 
Gaussian συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε αναµενόµενη τιµή, µ, ίση µε την 
πραγµατική τιµή του φυσικού µεγέθους και διασπορά σi

2  (i=1,2,3,…Κ), Ν(x;µ,σi). Εάν 
επίσης  θεωρήσουµε ότι η πιθανότητα  να πρόκυψη ένα αποτέλεσµα µέτρησης από την 

κατηγορία i είναι pi , ( 1p
K

1i
i =∑

=

) τότε η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των 

µετρήσεων είναι: 

 ∑
=

⋅=
K

1i
ii )σµ,N(x;pf(x)    3.8.3 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
6  Επιπλέον το σφάλµα του µέσου όρου Ν µετρήσεων είναι κατά Ν1/2  µικρότερο από το σφάλµα των µετρήσεων. 
7  Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η µέτρηση της µάζας ενός σωµατιδίου  σε ένα πείραµα Υψηλών Ενεργειών. 
Η µάζα υπολογίζεται από την µέτρηση της ορµής, Ρ, και της ενεργειάς , Ε , του σωµατιδίου µε την σχέση: 

2c2P2E
2c

1m ⋅−⋅= . Επειδή τα σφάλµατα στην µέτρηση της ορµής και της ενέργειας εξαρτώνται από την ορµή και την 

ενέργεια του σωµατιδίου, σωµάτια του ιδίου τύπου (π.χ. µι.ονια) αλλά διαφορετικής ενέργειας θα πάσχουν από 
διαφορετικό σφάλµα στην µέτρηση της µάζας τους. 

x 

f(x) 

                         
                     Σχήµα 3.8.1.:  Άθροισµα πέντε Gaussian συναρτήσεων πυκνότητας µε 
α                   αναµενόµενη τιµή ίση µε µηδέν και σ= 1., 3.5, 5., 7.5. και 10 . 
 

x 

f(x) 



Η σχέση 3.8.3 δεν παριστά Gaussian συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας όπως 
φαίνεται χαρακτηριστικά και στο Σχήµα 3.8.1. 
 
Συµπερασµατικά: Όταν εκπληρούνται οι κατάλληλες προϋποθέσεις, ώστε να 
µπορούµε να επικαλεσθούµε τις συνέπειες  του θεωρήµατος του Κεντρικού Ορίου,  
το άθροισµα αµοιβαία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών  έχει κανονική 
(Gaussian) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Αντιθέτως, το άθροισµα 
κανονικών συναρτήσεων πιθανότητας δεν καταλήγει πάντοτε σε κανονική 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 
 
Στις περιπτώσεις όπου, για διάφορους λόγους, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
των πειραµατικών µετρήσεων δεν µπορεί να προσεγγισθεί µε Gaussian συνάρτηση, 
ούτε µε κάποια άλλη των «ιδανικών» συναρτησιακών τύπων, επιζητούµε τρόπους 
εµπειρικής παραµετροποίησης των δεδοµένων. 
Οι οικογένειες συναρτήσεων Johnson παρέχουν αυτή την δυνατότητα και επιπλέον 
ορίζουν, µέσω ενός απλού µετασχηµατισµού της µεταβλητής που εκφράζει το 
αποτέλεσµα της µέτρησης, µία νέα τυχαία µεταβλητή µε κανονική συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας. Συγκεκριµένα, έστω ότι Χ είναι η τυχαία µεταβλητή που 
αντιστοιχεί στις µετρήσεις κάποιας φυσικής ποσότητας και έστω Ζ µία άλλη τυχαία 
µεταβλητή µε κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

2
z2

e
2π
1R(z)

−
=   3.8.4 

όπου οι µεταβλητές x και z συνδέονται µε την ακόλουθη σχέση µετασχηµατισµού: 
∞<<∞−>>⋅+= εγ,και0λ0,ηµεε)λ,g(x;ηγz     3.8.5 

Ο Johnson προτείνει τρεις συναρτησιακούς τύπους για την συνάρτηση g(x;λ.ε), 
αναλόγως του πως είναι φραγµένη η τυχαία µεταβλητή Χ. 
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Να αποδειχθεί ότι η πιθανότητα να έχουµε µία επιτυχία µετά από, ακριβώς, r δοκιµές 
όταν η πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε δοκιµή είναι p, δίνεται από την λεγόµενη 
Γεωµετρική συνάρτηση πιθανότητας που ορίζεται µε την σχέση: 1rp)(1pp)P(r; −−⋅=  
 
 
Να αποδειχθεί ότι η πιθανότητα να έχουµε m επιτυχίες µετά από, ακριβώς, r δοκιµές 
όταν η πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε δοκιµή είναι p, δίνεται από την λεγόµενη 
αρνητική δυωνυµική (negative binomial) συνάρτηση πιθανότητας που ορίζεται µε την 

σχέση: mrm p)(1p
1m
1r

p)m,P(r; −−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−
=  

Πρόβληµα 3.3.2: Αποδείξετε ότι η συνέλιξη δύο κατανοµών Gauss είναι και αυτή 
Gauss. 
 


