
 
Κεφάλαιο 4 

 
Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των πειραµατικών µετρήσεων  

 
 



4.1 Εισαγωγή 
Στα προηγούµενα Κεφάλαια ασχοληθήκαµε µε µεθόδους περιγραφής των στατιστικών 
διακυµάνσεων των µετρήσεων εισάγοντας την έννοια της τυχαίας µεταβλητής και της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. Στην συντριπτική πλειοψηφία των περιπτώσεων που 
µας απασχόλησαν, θεωρήσαµε ότι οι στατιστικές διακυµάνσεις υπεισέρχονται κατά την 
διάρκεια της διαδικασίας µέτρησης και οφείλονται κατ’ αποκλειστικότητα στη διαδικασία της 
µέτρησης. Στην ουσία δεχθήκαµε ότι, για ιδανικά µετρητικά όργανα (όργανα µε µηδενικό 
σφάλµα), η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα είναι: 

f(x)=δ(x-xR)   4.1.1 
όπου δ(x) είναι η συνάρτηση δ του Dirac και το σύµβολο xR παριστά την πραγµατική τιµή της 
µεταβλητής Χ. 
Η σχέση 4.1.1 υπονοεί ότι όσες φορές και εάν επαναλάβουµε την διαδικασία της µέτρησης του 
φυσικού µεγέθους Χ, το αποτέλεσµα της µέτρησης θα ισούται µε την τιµή xR. Εύκολα όµως 
µπορεί να δείξει κανείς ότι δεν υπάρχει πάντα µία και µοναδική τιµή του φυσικού µεγέθους Χ. 
Επί παραδείγµατι, η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου κατά την β – διάσπαση του πυρήνα 
Βi210

 σε ένα πυρήνα ??? , ένα ηλεκτρόνιο (e-) και ένα ηλεκτρονικό αντινετρίνο ( eν ) :  
210 -

eBi X+e +v→     4.1.2 
συµπεριφέρεται ως τυχαίος αριθµός. Πράγµατι, τα θυγατρικά ηλεκτρόνια των διασπάσεων 
πανοµοιότυπων πυρήνων Βi210, έχουν διαφορετικές ενέργειες. Η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας της ηλεκτρονικής κινητικής ενέργειας φαίνεται στο Σχήµα 4.1.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Σχήµα 4.1.1: Η καµπύλη παριστά γραφικά την συνάρτηση 
πυκνότητας της κινητικής ενέργειας των ηλεκτρονίων κατά 
την β-διάσπαση πυρήνων Βi210, όπως υπολογίζεται 
θεωρητικά. Τα σηµεία αντιστοιχούν σε πειραµατικές 
µετρήσεις 

Κινητική Ενέργεια 

 

 



Θα µπορούσαµε να αναφέρουµε πληθώρα παραδειγµάτων όπου η « πραγµατική» τιµή κάποιας 
φυσικής ποσότητας που χαρακτηρίζει ένα φαινόµενο έχει τα χαρακτηριστικά της τυχαίας 
µεταβλητής.  
Εν γένει, η σχέση 4.1.1 αναφέρεται σε µετρήσεις µεγεθών της Κλασικής Φυσικής. Στα 
περισσότερα φαινόµενα του µικρόκοσµου, ακόµα και όταν εµπλέκονται «ιδανικές» µετρητικές 
συσκευές, η επανάληψη του ιδίου πειράµατος καταλήγει σε διαφορετικές τιµές των 
µετρούµενων φυσικών µεγεθών. Στην καλύτερη των περιπτώσεων, στην περίπτωση ιδανικών 
µετρητικών συσκευών, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µέτρησης, x, του φυσικού 
µεγέθους, X, ταυτίζεται µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της “πραγµατικής” τιµής  
του µεγέθους, xR. 
                                     f(x)=f(xR)      4.1.3 
 
Στην πραγµατικότητα, οι συσκευές που χρησιµοποιούνται στα πειράµατα πάσχουν από 
«µετρητικές ατέλειες». Επιπλέον, σε κάθε πραγµατικό πείραµα υπάρχουν πολλοί  εξωτερικοί 
παράγοντες που επηρεάζουν τα αποτελέσµατα των µετρήσεων µε αποτέλεσµα η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας που περιγράφει την στατιστική συµπεριφορά των µετρήσεων να είναι 
περισσότερο πολύπλοκη  από αυτήν που περιγράφει η σχέση 4.1.3. 
 
 
 
 
 
 
 
4.2 Διακριτική ικανότητα των µετρητικών διατάξεων. 
 
Ας επανέλθουµε στο παράδειγµα της ραδιενεργού διάσπασης 4.1.2. Επειδή η µέτρηση της 
ενέργειας του ηλεκτρονίου γίνεται από πειραµατική διάταξη (αποτελούµενη συνήθως από 
κρυσταλλικό σπινθηριστή, φωτοπολλαπλασιαστή και ηλεκτρονικούς καταµετρητές) 
“πάσχουσα” από µετρητικά σφάλµατα,  το αποτέλεσµα της µέτρησης, Εm , θα διαφέρει της 
πραγµατικής τιµής της ενέργειας, ΕR . 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής ΕR , έστω f(ΕR), µπορεί να 
υπολογισθεί αναλυτικά στο πλαίσιο του θεωρητικού µοντέλου που περιγράφει τις ασθενείς 
αλληλεπιδράσεις. Για δεδοµένη τιµή της πραγµατικής τιµής της κινητικής ενέργειας, ΕR, το 
αποτέλεσµα της µέτρησης συµπεριφέρεται ως τυχαία µεταβλητή.  
Έστω ότι  η υπό συνθήκη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  της µεταβλητής Εm είναι η 
g(Em;ER). Συνεπώς, η πιθανότητα του αποτελέσµατος µίας µέτρησης να βρίσκεται στο 
διάστηµα τιµών [Εm, Εm+d Εm] , δεδοµένου ότι η πραγµατική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι 
ΕR, θα είναι: 

m R m R mP(E |Ε )=g(E ;Ε )dE    4.2.1 
Συνήθως καλούµε την συνάρτηση g(Em;ER), συνάρτηση διακριτικής ικανότητας της 
µετρητικής διάταξης. Η συνάρτηση αυτή εξαρτάται αποκλειστικά από την µετρητική διάταξη 
και είναι ανεξάρτητη του µηχανισµού παραγωγής των ηλεκτρονίων. Όσον αφορά στην 
κανονικοποίηση της συνάρτησης διακριτικής ικανότητας ισχύει ότι: 



m R m R
-

g(E ;E )dE =1 E
∞

∞

∀∫  4.2.2 

 
Παράδειγµα 4.2.1 
Για λόγους γενικότητας θεωρήσαµε ότι η συνάρτηση διακριτικής ικανότητας εξαρτάται από 
την πραγµατική τιµή της µετρούµενης ποσότητας. Η εξάρτηση αυτή µπορέι να είναι σχετικά 
απλή. Επί παραδείγµατι, η  διακριτική ικανότητα µπορεί να είναι συνάρτηση της διαφοράς ΔΕ 
µεταξύ της πραγµατικής τιµής και του αποτελέσµατος της µέτρησης, όπως εκφράζει η 
ακόλουθη σχέση: 
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  4.2.3 

όπου η ποσότητα «σ» εκφράζει µία χαρακτηριστική σταθερά της µετρητικής συσκευής. 
Στις περισσότερες των περιπτώσεων, για λόγους που επιβάλλονται από της φυσικές διεργασίες 
της µέτρησης, η παράµετρος «σ» εξαρτάται από την ενέργεια του ηλεκτρονίου µε σχέσεις της 
µορφής: 

R
R

ασ σ(E ) β
E

≡ = +   4.2.4 

Είναι προφανές ότι σ΄ αυτή την περίπτωση η συνάρτηση διακριτικής ικανότητας εξαρτάται 
άµεσα από την πραγµατική τιµή της ενέργειας του προσπίπτοντος ηλεκτρονίου. 
 
 
Επεκτείνοντας της σχέση 4.2.1, γράφουµε την πιθανότητα του αποτελέσµατος της µέτρησης 
να ευρίσκεται στο διάστηµα τιµών  [Εm, Εm+d Εm], ενώ η πραγµατική τιµή της ενέργειας έχει 
τιµή στο διάστηµα [ΕR, ΕR+d ΕR], ως: 

m R R m R R R mP(E |Ε ) P(Ε )=g(E ;Ε ) (Ε ) dE dE⋅ ⋅ ⋅ ⋅f  4.2.5 
Επιπλέον, η πιθανότητα ώστε το αποτέλεσµα της µέτρησης να βρεθεί ίσο µε Εm ανεξάρτητα 
της πραγµατικής τιµής της ενέργειας του ηλεκτρονίου θα δίνεται από το ολοκλήρωµα της 
σχέσης 4.2.5, ως ακολούθως: 

m m R R R mP(E )= g(E ;Ε ) (Ε ) dE dE
∞

−∞

⎡ ⎤
⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ f   4.2.6 

Κατ΄ αναλογία η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του αποτελέσµατος της µέτρησης, 
q(Em), εκφράζεται ως η συνέλιξη της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της πραγµατικής 
τιµής της ενέργειας και της συνάρτησης διακριτικής ικανότητας ως: 

m m R R Rq(E )= g(E ;Ε ) (Ε ) dE
∞

−∞

⋅ ⋅∫ f    4.2.7 

 

Ερώτηση 4.2.1: Δείξετε ότι m mq(E ) dE 1
∞

−∞

⋅ =∫  

Ερώτηση 4.2.2: Δείξετε ότι στη περίπτωση όπου g(ER;Em)=g(ER-Em) η χαρακτηριστική 
συνάρτηση του αποτελέσµατος της µέτρησης, Φq(t),  γράφεται ως το γινόµενο των 
χαρακτηριστικών συναρτήσεων της πραγµατικής τιµής της ενέργειας και της διακριτικής 
ικανότητας. 



q f gΦ (t) Φ (t) Φ (t)= ⋅  
Υπόδειξη: 
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Παράδειγµα 4.2.2 
Τα όρια ολοκλήρωσης των σχέσεων 4.2.6 και 4.2.7 εκτείνονται από το µείον άπειρο έως το 
συν άπειρο. Βεβαίως, η ενέργεια του ηλεκτρονίου δεν µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές ούτε 
µπορεί να υπερβεί µία µέγιστη τιµή  ίση µε την συνολική διαθέσιµη ενέργεια, όπως 
επιβάλλεται από την αρχή διατήρησης της ενέργειας. Σε τέτοιες περιπτώσεις θα πρέπει να 
περιοριστούµε σε φυσικά αποδεκτές περιοχές τιµών τροποποιώντας την κανονικοποίηση των 
συναρτήσεων πιθανότητας. 
Ας υποθέσουµε ότι η φυσική ποσότητα Χ έχει αποδεκτές τιµές στο διάστηµα [a,b]. Συνήθως, 
για να εκφράσουµε την πυκνότητα πιθανότητας των  τιµών της ποσότητας Χ χρησιµοποιούµε 
κάποια από τις εύχρηστες συναρτησιακές µορφές, π.χ. την κανονική συνάρτηση. Στην 
πλειοψηφία τους αυτές οι εύχρηστες συναρτήσεις είθισται να κανονικοποιούνται ως: 

f (x)dx 1
∞

−∞

=∫   4.2.8 

Προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε την f(x) για να εκφράσουµε την συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας της φυσικής ποσότητας Χ, g(x),  θα πρέπει να προβούµε στην ακόλουθη 
«τροποποίηση»: 

b

a

f (x)g(x)
f (x)dx

=

∫
  4.2.9 

Η συνάρτηση g(x)  είναι πράγµατι κανονικοποιηµένη στο διάστηµα [a,b] (
b

a

g(x)dx 1=∫ ) αλλά 

στις περισσότερες των περιπτώσεων έχει περισσότερο πολύπλοκο  συναρτησιακό τύπο από ότι 
η αρχική συνάρτηση f(x). 
 

Ερώτηση: Χρησιµοποιήσετε την κανονική συνάρτηση, 
( )2

2
µ y
2 σ1f (y) e

σ 2 π

−
−

⋅= ⋅
⋅ ⋅

 ,για να 

κατασκευάσετε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του φυσικού µεγέθους Υ οι τιµές του 
οποίου έχουν φυσική σηµασία στο διάστηµα [a,b]. Δείξετε ότι εάν (µ-a)=(µ-b)=λ η 
αναµενόµενη τιµή <y> των τιµών του φυσικού µεγέθους ισούται µε µ. 



Υπόδειξη: 
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Παρατηρήσετε ότι: 
( )2

2
tb µb λ
2 σ

a a µ λ
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Υπάρχουν όµως περιπτώσεις  όπου ο περιορισµός του πεδίου ορισµού της τυχαίας µεταβλητής 
έχει ευεργετικές επιπτώσεις. Κλασικό παράδειγµα αποτελεί η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας Cauchy (ή Breit-Wigner): 

2

1 1f (x)
π x 1

= ⋅
+

 4.2.10 

   

 
Σχήµα 4.2.1 : H συνεχής γραµµή παριστά γραφικά  τη συνάρτηση Caushy, της σχέσης 4.2.10 . 
Η διακεκοµµένη γραµµή είναι η γραφική παράσταση κανονικής συνάρτησης. Οι παράµετροι 
της κανονικής συνάρτησης επιλέχθηκαν ώστε να εµφανίζει µέγιστο στο µηδέν και το πλήρες 
εύρος1 στο ήµισυ του µεγίστου να ισούται µε δύο  
Παρ΄ όλο που η συνάρτηση 4.2.10 βρίσκει πολλές εφαρµογές2 στην περιγραφή καταστάσεων 
συντονισµού πάσχει από το γεγονός ότι δεν είναι δυνατόν να ορίσουµε τις ορµές 
(αναµενόµενη τιµή, διασπορά κ.τ.λ.) της τυχαίας µεταβλητής x. 

                                                
1 Το εύρος της περιοχής τιµών της µεταβλητής για τις οποίες η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας έχει τιµές µεγαλύτερες 
από το ήµισυ της µέγιστης τιµής της.   
2 Η συνάρτηση Cauchy, συνήθως γραφόµενη υπό την µορφή:  

2 2
o

1 Γf (x)
π Γ (x x )
⎡ ⎤

= ⋅ ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦
 4.2.11 



Ερώτηση: Δείξετε ότι το πλήρες εύρος στο ήµισυ του µεγίστου των συνάρτησεων Cauchy και 
Gauss  είναι 2 και 2 ln4 σ 2.3548 σ⋅ ⋅ ⋅;  αντίστοιχα. 
 
Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.2.1, η συνάρτηση Cauchy  σε σύγκριση µε την συνάρτηση Gauss, 
τείνει στο µηδέν πολύ αργά µε αποτέλεσµα οι ορµές της τυχαίας µεταβλητής να απειρίζονται. 
¨οταν όµως το πεδίο ορισµού της τυχαίας µεταβλητής περιορίζεται, επι παραδείγµατι στην 
περιοχή [-A,A], η προκύπτουσα  συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

2

A

A

1
f (x) 1 xg(x)

2 arctan(A)
f (x) dx

−

+= =
⋅

⋅∫
  4.2.12 

έχει πεπερασµένη αναµενόµενη τιµή: 
A

A

E(x) x g(x) dx 0
−

= ⋅ ⋅ =∫   4.2.13 

και πεπερασµένη διασπορά: 
A

2

A

AV(x) x g(x) dx 1?????
arctanA−

= ⋅ ⋅ = −∫   4.2.14 

 
 
 
4.3 Αποδοχή και αποδοτικότητα της µετρητικής διάταξης 
Κάθε  µετρητική διάταξη, για προφανείς λόγους, έχει πεπερασµένες διαστάσεις και µπορεί να 
ανιχνεύσει φαινόµενα  (και να εκτελέσει µετρήσεις φυσικών ποσοτήτων) που εξελίσσονται 
εντός του ενεργού της χώρου. Επιπλέον, άλλα φαινόµενα που  συµβαίνουν κατά την διάρκεια 
της µέτρησης επηρεάζουν την λειτουργία των οργάνων και συνεισφέρουν στο νεκρό χρόνο της 
διάταξης. Το τελικό αποτέλεσµα της επίδρασης όλων  αυτών των εξωγενών παραµέτρων 
συνίσταται στην µείωση της αποδοτικότητας της διάταξης και στην παραµόρφωση της 
πραγµατικής συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας του υπό µέτρηση φυσικού µεγέθους. 
 
Παράδειγµα 4.3.1: 
Ας υποθέσουµε ότι εκτελούµε µία σειρά µετρήσεων για τον προσδιορισµό της φασµατικής 
κατανοµής ακτινοβολίας κάποιας φωτεινής πηγής, η οποία εκπέµπη στην περιοχή µήκων 
κύµατος λ [a,b]∈ . Εκφράζουµε µε την συνάρτηση f(λ) την πυκνότητα πιθανότητα ώστε ένα 
εκπεµπόµενο φωτόνιο από την πηγή να έχει µήκος κύµατος στην περιοχή  τιµών [λ,λ+dλ]. Η 
συνάρτηση f(λ) περιγράφει την φασµατική κατανοµή ακτινοβολίας εκφράζοντας το 
αποτέλεσµα µίας αλληλουχίας αλληλεπιδράσεων των δοµικών συστατικών της πηγής. 
Παράλληλα η συνάρτηση f(λ)  εκφράζει την πυκνότητα πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής 
λ. 
Χρησιµοποιώντας τις συλλεγόµενες  µετρήσεις προσδιορίζουµε της φασµατική κατανοµή ως: 

                                                                                                                                            
περιγράφει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µάζας βραχύβιων σωµατιδίων, όπου η παράµετρος xo εκφράζει την 
µάζα µεγίστης πιθανότητας ενώ η παράµετρος 2Γ εκφράζει το εύρος της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας στο ήµισυ του 
µεγίστου, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.2.1. 



'
i

i Δλ 0
Ν '

nf (λ ) lim
N'→

→∞

=    4.3.1 

όπου '
in  είναι ο αριθµός των φωτονίων µε µήκη κύµατος στην περιοχή τιµών [λi,λi+Δλ] που 

καταµετρήθηκαν από την µετρητική συσκευή και Ν’ είναι ο συνολικός αριθµός των 
καταµετρούµενων φωτονίων ανεξαρτήτου µήκους κύµατος. 
Το πλήθος '

in  είναι πολύ µικρότερο από το πλήθος των φωτονίων που εξέπεµψε η πηγή στην 
περιοχή µήκους κύµατος [λi,λi+Δλ]. Πράγµατι το εκπεµπόµενο φωτόνιο µπορεί να 
απορροφηθεί από τα υλικά (π.χ. αέρας, φακοί, τοιχώµατα κατευθυντήρων, κτλ) που 
παρεµβάλλονται µεταξύ της πηγής και της ανιχνευτικής διάταξης. Επιπλέον, µικρό ποσοστό 
των φωτονίων που φτάνουν στην ανιχνευτική διάταξη παράγουν3 ανιχνεύσιµα ηλεκτρόνια. 
Συνεπώς η συνάρτηση f(λ), προσδιοριζόµενη από τις πειραµατικές µετρήσεις σύµφωνα µε την 
σχέση 4.3.1 περιγράφει την πυκνότητα πιθανότητας των µετρήσεων αλλά δεν εκφράζει την 
φασµατική κατανοµή της πηγής.  
Προκειµένου να συνδέσουµε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων µε την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας εκποµπής των φωτονίων θα χρησιµοποιήσουµε την 
πιθανότητα ανίχνευσης κάθε φωτονίου (συνάρτηση αποδοτικότητας της µετρητικής 
συσκευής) η οποία στη γενική περίπτωση εξαρτάται από τα φυσικά  χαρακτηριστικά των 
φωτονίων. Πράγµατι, η πιθανότητα απορρόφησης των φωτονίων από τα παρεµβαλλόµενα 
υλικά αλλά και η πιθανότητα παραγωγής ηλεκτρικού παλµού στην µετρική συσκευή 
εξαρτόνται εν γένει από το µήκος κύµατος και την διεύθυνση του φωτονίου (σε σχέση µε τα 
οπτικά και ανιχνευτικά στοιχεία της µετρητικής συσκευής).  
Για απλότητα, θα θεωρήσουµε σ΄ αυτό το παράδειγµα  ότι η πιθανότητα ανίχνευσης, ε(λ,θ), 
είναι συνάρτηση του µήκους κύµατος και της γωνίας που σχηµατίζει η διεύθυνση του 
φωτονίου µε κάποιο4 άξονα συµµετρίας της πειραµατικής διάταξης. Θα εκφράσουµε την 
πυκνότητα πιθανότητας εκποµπής των φωτονίων από την πηγή µε την συνάρτηση g(λ,θ) 

(
b 2π

a 0

g(λ,θ) dθ dλ 1⋅ ⋅ =∫ ∫ ), υποθέτοντας ότι, λόγω των  φυσικών µηχανισµών εκποµπής, το µήκος 

κύµατος συσχετίζεται µε την διεύθυνση εκποµπής των φωτονίων. Ακολούθως, θα εκφράσουµε 
την πυκνότητα πιθανότητας των µετρήσεων, f(λ), µε την συνέλιξη της κοινής συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας των µεταβλητών λ και θ, g(λ,θ), και της πιθανότητας ανίχνευσης των 
φωτονίων, ε(λ,θ), ως: 

2π

0
b 2π

a 0

g(λ,θ) ε(λ,θ) dθ
f (λ)

g(λ,θ) ε(λ,θ) dθ dλ

⋅ ⋅

=

⋅ ⋅ ⋅

∫

∫ ∫
  4.3.2 

                                                
3 Προκειµένου το φωτόνιο  να καταµετρηθεί θα πρέπει να αλληλεπιδράσει µε την ανιχνευτική διάταξη 
παράγοντας ανιχνεύσιµο ηλεκτρόνιο (φωτοηλεκτρικό φαινόµενο) το οποίο µε τη σειρά του θα παράγει µετρήσιµο 
ηλεκτρικό παλµό. Η παραγωγή ηλεκτρονίων και στη συνέχεια ηλεκτρικών παλµών στις ανιχνευτικές διατάξεις 
φωτονίων (π.χ. φωτοπολλαπλασιαστές) είναι χαρακτηριστικά παραδείγµατα διαδικασιών µέτρησης όπου το 
τελικό αποτέλεσµα µπορεί να περιγραφεί µόνο πιθανοκρατικά. 
4 Ας υποθέσουµε ότι η πειραµατική διάταξη έχει κυλινδρική συµµετρία ώστε η γωνία θ να είναι η γωνία µεταξύ των 
διευθύνσεων του φωτονίου και του άξονα συµµετρίας της συσκευής. Στην πράξη η εξάρτηση της πιθανότητας ανίχνευσης 
από την διεύθυνση του φωτονίου είναι περισσότερο πολύπλοκη. 



Ερώτηση: Δείξετε ότι: 
b

a

f (λ) dλ 1⋅ =∫  

 
Θα πρέπει να επισηµάνουµε ότι προκειµένου να εκφράσουµε την συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας των µετρήσεων του µήκους κύµατος των φωτονίων, χωρίς να µας ενδιαφέρει η 
διεύθυνση εκποµπής τους, είµαστε υποχρεωµένοι να χρησιµοποιήσουµε πληροφορία που 
αφορά την διεύθυνση των φωτονίων.  Την απαίτηση αυτή επιβάλει η εξάρτηση της 
συνάρτησης αποδοτικότητας της µετρητικής συσκευής, ε(λ,θ), από την γωνία θ.  
Στην απλούστερη περίπτωση όπου η αποδοτικότητα της συσκευής µέτρησης είναι συνάρτηση 
µόνο του µήκους κύµατος (ε(λ,θ) ε(λ)→ ) η έκφραση 4.3.2 απλοποιείται ως: 

2π2π

00
b 2π bb 2π

a 0 aa 0

ε(λ) g(λ,θ) dθg(λ,θ) ε(λ) dθ
ε(λ) G(λ)f (λ)

g(λ,θ) ε(λ) dθ dλ ε(λ) G(λ) dλε(λ) g(λ,θ) dθ dλ

⎡ ⎤
⋅ ⋅⋅ ⋅ ⎢ ⎥

⋅⎣ ⎦= = =
⎡ ⎤

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫∫

∫ ∫ ∫∫ ∫
 4.3.3 

 όπου G(λ)=
2π

0

g(λ,θ)dθ∫ . Στην περίπτωση αυτή δεν απαιτείται πλέον καµία πληροφορία για 

την διεύθυνση, έστω και εάν η φυσική διαδικασία εκποµπής φωτονίων συσχετίζει τις δύο 
φυσικές παραµέτρους, θ και λ, µέσω της κοινής  συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, g(λ,θ). 
 
 
Γενικεύοντας τα συµπεράσµατα του Παραδείγµατος 4.3.1, έστω ότι οι φυσικές µεταβλητές 
{t,x1,x2,…,xk} χαρακτηρίζουν το αποτέλεσµα κάποιας φυσικής διεργασίας, την οποία 
µελετούµε πειραµατικά. Έστω η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των φυσικών 
µεταβλητών, g(t,x1,x2,…,xk), η οποία εκφράζει την πυκνότητα πιθανότητας των τιµών των 
φυσικών παραµέτρων κατά την εκτέλεση ενός πειράµατος. Έστω επίσης η συνάρτηση 
ε(t,x1,x2,…,xk), που εκφράζει την αποδοτικότητα της µετρητικής διάταξης (πιθανότητα) να 
ανιχνεύσει την φυσική διεργασία και να µετρήσει την τιµή της µεταβλητής t.  
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων της µεταβλητής t, εκφράζεται µε την 
ακόλουθη σχέση: 

1 2 κ

t 1 2 κ

1 2 k 1 2 k 1 2 k
Ω Ω Ω

1 2 k 1 2 k 1 2 k
Ω Ω Ω Ω

g(t, x , x , , x ) ε(t, x , x , , x ) dx dx dx
f (t)

g(t, x , x , , x ) ε(t, x , x , , x ) dx dx dx dt

⋅ ⋅

=
⎡ ⎤

⋅ ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

K K K L

K K K L

 4.3.4 

όπου Ωt,Ω1,Ω2,...Ωk είναι οι επιτρεπτές περιοχές τιµών των µεταβλητών t,x1,x2,…,xk. 
 

Η σχέση 4.3.4 περιγράφει µετρητική διάταξη ιδανικής διακριτικής ικανότητας. 
Πράγµατι, στην συζήτηση που προηγήθηκε δεν έγινε διάκριση µεταξύ της 
πραγµατικής τιµής και της µετρούµενης τιµής των φυσικών µεταβλητών. Έστω ότι tm 
και R R R R

1 2 kt , x , x , xK   την µετρούµενη και τις πραγµατικές τιµές των φυσικών 
µεταβλητών. Η πιθανότητα εύρεσης (αποτέλεσµα της µέτρησης) της τιµής της φυσικής 



ποσότητας t, ίσης µε tm δίνεται από την συνάρτηση διακριτικής ικανότητας της 
µετρητικής διάταξης, m R R R R

1 2 kR(t ; t , x , x , , x )K 5, όπου: 

 { }
mt

m R R R R m R R R R
1 2 k 1 2 k

Ω

R(t ; t , x , x , , x ) dt 1 , t , x , x , , x⋅ = ∀∫ K K 6 

 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των αποτελεσµάτων της  µέτρησης της µεταβλητής t, 
θα δίνεται από την ακόλουθη επέκταση της σχέσης 4.3.4: 
 
 

R 1 2 κt

1 2 κ

m R R R R R R R R R R R R R R R R
1 2 k 1 2 k 1 2 k 1 2 k

Ω Ω Ω Ωm

m R R R R R R R R R R R R R R R
1 2 k 1 2 k 1 2 k 1 2 k

Ω Ω Ω

R(t ; t , x , x , , x ) g(t , x , x , , x ) ε(t , x , x , , x ) dx dx , dx dt

f (t )

R(t ; t , x , x , , x ) g(t , x , x , , x ) ε(t , x , x , , x ) dx dx , dx

⎡ ⎤
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R m

Ω Ω
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Ω Ω Ω Ω

R R R R R R R R
1 2 k 1 2 k 1 2 k

Ω Ω Ω Ω

dt dt

R(t ; t , x , x , , x ) g(t , x , x , , x ) ε(t , x , x , , x ) dx dx , dx dt

g(t, x , x , , x ) ε(t , x , x , , x ) dx dx , dx dt
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   4.3.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
5  Η διακριτική µίας µετρητικής διάταξης της φυσικής ποσότητας t, στην γενική περίπτωση, εξαρτάται από όλες τις φυσικές 
παραµέτρους που χαρακτηρίζουν την υπό µελέτη διαδικασία. Επί παραδείγµατι, η διακριτική ικανότητα των πειραµατικών 
διατάξεων µέτρησης του µήκους κύµατος εξαρτάται από τη γωνία πρόσπτωσης των φωτονίων στα οπτικά στοιχεία της 
διάταξης.  
6 Απλό παράδειγµα  συνάρτησης της διακριτικής ικανότητας  είναι η κανονική συνάρτηση της µορφής: 

m R 2

2 R R R R
1 2 k

(t t )
2 σ (t ,x ,x , ,x )m R R R R

1 2 k R R R R
1 2 k

1R(t ; t , x , x , , x ) e
2π σ(t , x , x , , x )

−
−

= ⋅
⋅

g KK
K

 

όπου ισχύει ότι: { }
m R 2

2 R R R R
1 2 k

mt

(t t )
2 σ (t ,x ,x , ,x ) m R R R R

1 2 kR R R R
Ω 1 2 k

1 e dt 1 , t , x , x , , x
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4.4 Ολοκλήρωση Monte Carlo 
 
Η εκτίµηση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων ως ολοκλήρωµα της 
µορφής 4.3.4 είναι ιδιαίτερα δύσκολη, έστω και εάν είναι γνωστή η «πραγµατική» συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας του υπό µέτρηση φυσικού µεγέθους. Η δυσκολία έγκειται στην 
συνήθως πολύπλοκη µορφή της υπό ολοκλήρωσης συνάρτησης και στο γεγονός ότι στις 
περισσότερες των περιπτώσεων η αποδοτικότητα και διακριτική ικανότητα των πειραµατικών 
διατάξεων δεν είναι δυνατόν να περιγραφούν από απλές συνεχείς συναρτήσεις. Ιδιαίτερα όταν 
η αποδοτικότητα ή-και η διακριτική ικανότητα περιγράφονται από µη συνεχείς συναρτήσεις, 
οι γνωστές µέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης δεν είναι εύκολα εφαρµόσιµες.  
 
Στην υποενότητα ?????  εφαρµόσαµε τον νόµο των µεγάλων αριθµών για να εκτιµήσουµε την 
τιµή ολοκληρωµάτων. Σας υπενθυµίζω ότι η µέθοδος που αναπτύξαµε συνίσταται στην 
εκτίµηση του ολοκληρώµατος: 

b

a

I y(x) dx= ⋅∫  4.4.1 

ως άθροισµα τιµών της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης της µορφής: 
N

i
i 1

b aÎ y(x )
N =

−
= ⋅∑   4.4.2 

όπου xi (i=1,2,…,N) είναι Ν τιµές της µεταβλητής x ισοπίθανα επιλεγµένες  στο διάστηµα 
[a,b]. Την µέθοδο αυτή θα την καλούµε στα επόµενα «απλή Monte Carlo ολοκλήρωση». 
Δείξαµε ότι, για N→∞ , η εκτίµηση 4.4.2 συµπίπτει µε το ακριβές αποτέλεσµα της 
ολοκλήρωσης, Ι. Για πεπερασµένο, αλλά µεγάλο, αριθµό όρων, Ν, η εκτίµηση, Î , 
συµπεριφέρεται ως τυχαία µεταβλητή µε κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, g( Î ): 

2

2
Î

ˆ(I I)
2 σ

Ι̂

1ˆg(I) e
2π σ

− −

⋅= ⋅
⋅

 4.4.3α 

όπου:

2
y

Ι̂

b b 2
2 2

y 2
a a

σ
σ (b a)

N
1 I 1 Iσ (y(x) ) dx (y(x)) dx
b a b a b a (b a)

= − ⋅

= − ⋅ = ⋅ −
− − − −∫ ∫

  4.4.3β 

 
 
 
Σύµφωνα µε όσα αναπτύξαµε περί σφαλµάτων στη υποενότητα ??????  η ακρίβεια της 
εκτίµησης της τιµής του ολοκληρώµατος εκφράζεται από την ποσότητα σΙ. Προκειµένου να 
εκτιµήσουµε την τιµή της ποσότητας σΙ χρησιµοποιούµε την προσέγγιση : 
 

( )

N N

i i
i=1 i=1

212 2 2σ (b-a) y (x)- y(x)
Î N

2
1 1 12 2=(b-a) y (x )- y(x )
N N N

⎡ ⎤
⋅ ⎢ ⎥
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∑ ∑

;
  4.4.4 



Στην γενική περίπτωση πολλαπλών ολοκληρώσεων της µορφής: 
1 2 k

1 2 k

b b b

1 2 k 1 2 k
a a a

I y(x ,x , x ) dx dx x= ⋅ ⋅∫ ∫ ∫L K L  4.4.5 

χρησιµοποιούµε την ίδια µεθοδολογία επιλέγοντας ισοπίθανα σηµεία εντός του χώρου 
ολοκλήρωσης και ο παράγων (b-a) αντικαθίσταται από τον όγκο ολοκλήρωσης 

1 2 k

1 2 k

b b b

1 2 k
a a a

V dx dx x= ⋅∫ ∫ ∫L L . 

 
 
4.5 Ολοκλήρωση Monte Carlo µε την µέθοδο «επιτυχίας-απώλειας» 
 
Επιδιώκουµε να εκτιµήσουµε την τιµή του ολοκληρώµατος 4.4.1. Έστω ymin και ymax  το 
µέγιστο και ελάχιστο της συνάρτησης y(x) στο διάστηµα x [a,b]∈ , αντίστοιχα. Έστω επίσης 
οι πραγµατικοί αριθµοί κ και λ ώστε min maxκ y και λ y≤ ≥ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Σχήµα 4.5.1.: Γραφική παράσταση της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης. 
 
Έστω {xi,zi} , i=1,2,3,…,Ν ζεύγη ανεξάρτητων τυχαίων αριθµών διαλεγµένα οµοιόµορφα στα 
διαστήµατα [a,b] και [κ,λ] αντίστοιχα. Στα επόµενα θα χρησιµοποιούµε τα σύµβολα:  

i

i

x R[a,b]
z R[κ,λ]
=

=
  4.5.2 

για να δηλώνουµε ότι οι τυχαίοι αριθµοί επιλέγονται σύµφωνα µε οµοιόµορφη συνάρτηση 
πιθανότητας  στα αντίστοιχα διαστήµατα τιµών. 
Ορίζουµε ως επιτυχία την περίπτωση κατά την οποία: 
επιτυχία i iz y(x )≡ ≤  4.5.3 

ymin 

ymax 

κ 

λ 

a b 
x 

y(x) 



και ορίζουµε ως απώλεια την περίπτωση κατά την οποία: 
απώλεια: i iz y(x )≡ ≥   4.5.4 
Ας υποθέσουµε ότι µετά από Ν δοκιµές (Ν επιλογές ζευγών {xi,zi}) είχαµε n επιτυχίες και 
(N n)−  απώλειες. Η εκτίµηση του ολοκληρώµατος 4.4.1 εκφράζεται από την ακόλουθη 
σχέση: 

nÎ (b a) (λ κ) κ (b a)
N

= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −  4.5.5 

 
Η ποσότητα n είναι τυχαία µεταβλητή µε δυωνυµική συνάρτηση πιθανότητας και 
αναµενόµενη τιµή: E(n) N p= ⋅ , όπου p είναι η πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε µία από τις 
δοκιµές  (επιλογές ζεύγους σύµφωνα µε την 4.5.2). Από το Σχήµα 4.5.1 εύκολα µπορείτε να 
αποδείξετε7 γεωµετρικά  ότι: 

I (b a) κp
(b a) (λ κ)
− − ⋅

=
− ⋅ −

 4.5.6 

Από τις σχέσεις 4.5.5 και 4.5.6 εύκολα καταλήγουµε ότι: 
 
}N p
E(n)ˆE(I) (b a) (λ κ) κ (b a) I
N

⋅

= ⋅ − ⋅ − + ⋅ − =  4.5.7 

Η δυωνυµική διασπορά της µεταβλητής n, είναι ίση µε: V(n) N p (1 p)= ⋅ ⋅ −  και συνεπώς η 
διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Î  θα είναι: 

( ) ( )

2 21ˆV(I) p (1 p) (b a) (λ κ)
N
1 I (b a) κ (b a) λ I
N

= ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

= ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ −

 4.5.8 

  
Για δεδοµένο αριθµό δοκιµών, Ν, η διασπορά της εκτίµησης  του ολοκληρώµατος 
ελαχιστοποιείται, µεγιστοποιείται η ακρίβεια εκτίµησης, όταν ο παράγων κ λάβει την µέγιστη 
δυνατή τιµή και ο παράγων λ την ελάχιστη δυνατή τιµή. Όπως φαίνεται από το Σχήµα 4.5.1 
και σύµφωνα µε τον τρόπο επιλογής των κ και λ η διασπορά ελαχιστοποιείται για 

min maxκ y και λ y= = . Εύκολα αντιλαµβάνεται κανείς ότι στις περιπτώσεις όπου 

minκ y< ή/και maxλ y>  γίνεται «σπατάλη» τυχαίων αριθµών: επιλέγονται ζεύγη τυχαίων 
αριθµών που θα απορριφθούν  χωρίς καµία συνεισφορά στην ακρίβεια της εκτίµησης. 
Στις περισσότερες πρακτικές εφαρµογές είναι πολύ δύσκολο να γνωρίζουµε µε ακρίβεια το 
ελάχιστο και µέγιστο της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης  όπότε είναι προτιµότερη µία ασφαλής 
επιλογή των τιµών των κ και λ. 
 
Σε κάθε πρακτική εφαρµογή της µεθόδου ο χρήστης θέλει να ξέρει την ακρίβεια των 
εκτιµήσεων του. Είναι προφανές ότι η σχέση 4.5.8 δεν έχει πρακτική αξία διότι απαιτεί την εκ 
των προτέρων γνώση της τιµής του ολοκληρώµατος, Ι.  Σε κάθε πρακτική εφαρµογή 
εκτιµούµε την ακρίβεια των υπολογισµών αντικαθιστώντας στην σχέση 4.5.8 : Î I→  

                                                
7 Αντιστοιχείστε το πλήθος των επιτυχιών και δοκιµών σε εµβαδά που ορίζονται από τις γραµµές του Σχήµατος 4.5.1. 



 

( ) ( )
2 2

2

1ˆ ˆ ˆ ˆV(I) I (b a) κ (b a) λ I
N
n n(1 ) (b a) (λ κ)
N N

= ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ −

= ⋅ − ⋅ − ⋅ −

  4.5.9 

 
και γράφουµε ότι: 

n 1 nˆ ˆ ˆI : I V(I) (b a) (λ κ) κ (b a) n (1 ) (b a) (λ κ)
N N N

⎡ ⎤⎡ ⎤± = ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ± ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
   4.5.10 

 
Η γενίκευση αυτής της µεθόδου Monte Carlo ολοκλήρωσης σε εκτιµήσεις πολλαπλών 
ολοκληρωµάτων γίνεται εύκολα επιλέγοντας τυχαία σηµεία στον χώρο ολοκλήρωσης 
( i ix x→

r ), ένα τυχαίο αριθµό µεταξύ της ελαχίστης και µεγίστης τιµής της υπό ολοκλήρωση 
συνάρτησης στο χώρο ολοκλήρωσης ( i iz z→ ) και εφαρµόζοντας τα κριτήρια χαρακτηρισµού 
του αποτελέσµατος της δοκιµής ως επιτυχία ή απώλεια. Η εκτίµηση του ολοκληρώµατος 
εκφράζεται µε την σχέση 4.5.10, αντικαθιστώντας τον όρο (b-a) µε τον όγκο του χώρου 
ολοκλήρωσης. 
 
 
 
Παράδειγµα 4.5.1: 
Παραλλαγή της µεθόδου ολοκλήρωσης «επιτυχίας απώλειας» χρησιµοποιήθηκε (1777) για τον 
υπολογισµό του «π». Η µέθοδος έµεινε γνωστή ως «µέθοδος βελόνας του Buffon» και έχει ως 
ακολούθως. 
. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.5.2: Το µέσον της βελόνας απέχει κατά x από την πλησιέστερη παράλληλο και η 
διεύθυνσή της σχηµατίζει γωνία θ µε την κάθετο προς τις παράλληλες ευθείες γραµµές 
 
Χαράχθηκαν στο πάτωµα ισαπέχουσες παράλληλες γραµµές σε απόσταση d µεταξύ τους. Μία 
βελόνα, µήκους d, αφήνεται από κάποιο ύψος να πέσει στο πάτωµα µε τρόπο ώστε η 

η̂  
x 

h θ 



απόσταση του µέσου της βελόνας από την πλησιέστερη γραµµή, x, και η γωνία  που 
σχηµατίζει η βελόνα µε την κάθετο προς τις παράλληλες γραµµές, θ, να κατανέµονται µε ίσες 
πιθανότητες στα διαστήµατα [0,d/2] και [0,π/2] αντίστοιχα. Οι συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών x και θ είναι: 

2 2g(x) , w(θ)
d π

= =   4.5.11 

Επιτυχία θεωρείται το γεγονός κατά το οποίο η βελόνα τέµνει µία από τις παράλληλες ευθείες 
γραµµές. Σ΄ αντίθετη περίπτωση το γεγονός θεωρείται απώλεια. 
Για κάποια συγκεκριµένη τιµή της γωνίας θ, θ=θ0 , η πιθανότητα επιτυχίας θα δίνεται από την 
υπό συνθήκη πιθανότητα: 

0
h d cosθf (επιτυχια | θ θ ) cosθ
d d

⋅
= = = =   4.5.12 

 
όπου h είναι το µήκος της προβολής της βελόνας παράλληλα προς την κάθετο των 
παράλληλων ευθειών γραµµών (βλέπε Σχήµα 4.5.2). 
Η πιθανότητα επιτυχίας για οποιαδήποτε τιµή της γωνίας θ δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

π π
2 2

0 0

2 2P f (επιτυχια | θ) w(θ) dθ cosθ dθ
π π

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =∫ ∫  4.5.13 

Εάν κατά την εκτέλεση Ν δοκιµών σηµειώθηκαν n επιτυχίες τότε η πιθανότητα επιτυχίας 

εκτιµάται κατά τα γνωστά ως: np̂
N

=  . Κατά συνέπεια η τιµή του «π» εκτιµάται ως: 

2 Nπ̂
n
⋅

=  4.5.14 

 
 
 
 
 
Όπως φαίνεται από τις σχέσεις 4.4.3 και 4.5.8 η ακρίβεια της εκτίµησης, εκπεφρασµένη ως η 
τετραγωνική ρίζα της διασποράς, είναι αντιστρόφως ανάλογη του αριθµού των δοκιµών, τόσο 
για την απλή Monte Carlo ολοκλήρωση όσο και για την µέθοδο επιτυχίας-απώλειας. 
Γενικά η απλή Monte Carlo ολοκλήρωση καταλήγει σε ακριβέστερα αποτελέσµατα, για τον 
ίδιο αριθµό δοκιµών, όπως επιδεικνύεται µε το επόµενο παράδειγµα. 
 
Παράδειγµα 4.5.2: 
Ας υπολογίσουµε την ακρίβεια των εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος: 

π / 2

0

I cosθ dθ= ⋅∫  4.5.15 

µε την µέθοδο της απλής Monte Carlo ολοκλήρωσης και της µεθόδου επιτυχίας-απώλειας. 



Προφανώς 
π / 2

0

πI cosθ dθ
2

= ⋅ =∫ . Εφαρµόζοντας  την σχέση 4.4.3 καταλήγουµε ότι η ακρίβεια 

της απλής µεθόδου Monte Carlo ολοκλήρωσης είναι: 0.308ˆV(I)
N

= . 

Η ακρίβεια της µεθόδου επιτυχίας-απώλειας, για κ=0, λ=1, a=0, b=π/2 και p=2/π, βρίσκεται 

από την σχέση 4.5.8 να είναι ίση µε: 0.756ˆV(I)
N

= , δηλαδή υπερδιπλάσια της άλλης 

µεθόδου. 
 
 
 
 
 
 
4.6 Τεχνικές επιλογής τυχαίων αριθµών 
 
Στις εφαρµογές των µεθόδων Monte Carlo ολοκλήρωσης επιζητούµε αποδοτικές τεχνικές 
επιλογής τυχαίων αριθµών. Θα µελετήσουµε ένα παράδειγµα διπλής ολοκλήρωσης για να 
αναδείξουµε τις δυσκολίες που προκύπτουν. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.6.1: Επιφάνεια ολοκλήρωσης του ολοκληρώµατος
b x

a a

I g(x, y)dy dx
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫  

 

a 

a 

b 

b 

A 

Γ Δ 

Β 

Δx 



Έστω ότι θέλουµε να εκτιµήσουµε την τιµή του ακόλουθου ολοκληρώµατος:  
b x

a a

I g(x, y)dy dx
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫   4.6.1 

όπου η επιφάνεια ολοκλήρωσης παρίσταται µε το γραµµοσκιασµένο τµήµα του Σχήµατος 
4.6.1. Στην συνέχεια θα συζητήσουµε τέσσαρις τρόπους επιλογής τυχαίων αριθµών σε 
συµφωνία µε τα όρια ολοκλήρωσης. 
 
4.6.1  Προφανής (αλλά λανθασµένος) τρόπος επιλογής 
Επιλέγουµε τυχαίους αριθµούς στο διάστηµα ολοκλήρωσης ως: 

[ ]
[ ]

i

i i

x R a,b

y R a, x

=

=
  4.6.2 

και εκτιµούµε το ολοκλήρωµα µε το άθροισµα: 
( )2 N

i i
i 1

επιφανεια
ολοκληρωσης

b a 1Î g(x , y )
2 N =

−
= ⋅ ⋅∑
14 2 43

  4.6.3 

Η µέθοδος αυτή είναι λανθασµένη! 
Επιλέγοντας ισοπίθανα τα xi στο διάστηµα [a,b], κάθε στοιχειώδης περιοχή ΔSi , γύρω από το 
xi και µε εύρος Δx 0→ , (βλέπε Σχήµα  4.6.1) έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί. Μετά από 
την επιλογή του xi θα επιλεγεί ένας αριθµός yi  στο διάστηµα [a,xi] ώστε το σηµείο {xi,yi} να 
ανήκει στην στοιχειώδη περιοχή ΔSi. Συνεπώς θα επιλέγεται ο ίδιος αριθµός σηµείων σε κάθε 
στοιχειώδη περιοχή ανεξάρτητα του εµβαδού της µε αποτέλεσµα τα επιλεγµένα σηµεία  
{xi,yi} να µην έχουν οµοιόµορφη πυκνότητα στην επιφάνεια ολοκλήρωσης. 
 
 
Παράδειγµα 4.6.1: 
Στο Σχήµα 4.6.2α  παρουσιάζονται, υπό µορφή ιστογράµµατος, τα αποτελέσµατα  εκτιµήσεων  
του ολοκληρώµατος : 

( )
4 x

1 1

J x y dxdy= ⋅∫ ∫   4.6.4 

βάσει της σχέσης 4.6.3. Για κάθε εκτίµηση έχουν επιλεγεί Ν=10000 τυχαίοι αριθµοί, σύµφωνα 
µε τη συνθήκη 4.6.2. Οι εκτιµήσεις κατανέµονται γύρω από µία µέση τιµή (περίπου) ίση µε 
21.36 η οποία διαφέρει σηµαντικά από την πραγµατική τιµή8  28.15. Στο σχήµα 4.6.2.β 
παρουσιάζονται γραφικά τα σηµεία {xi,yi} που επιλέγηκαν κατά τις εκτιµήσεις του 
ολοκληρώµατος. Είναι εµφανές ότι η πυκνότητα σηµείων µεταβάλλεται στην επιφάνεια 
ολοκλήρωσης, καταστρατηγώντας τις βασικές προϋποθέσεις της ολοκλήρωσης Monte Carlo, 
καταλήγοντας σε λανθασµένη εκτίµηση του ολοκληρώµατος  
 
 
 

                                                

8 Εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί ότι ( )
4 x

1 1

J x y dxdy 28.125= ⋅ =∫ ∫  



 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.6.2:  (α) Η κατανοµή των εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος 4.6.4 και (β) η γραφική 
παράσταση των επιλεγµένων ζευγών τυχαίων αριθµών σύµφωνα µε την συνθήκη 4.6.2. 
 
 
 
4.6.2 Μέθοδος απόρριψης 
Εύκολα καταλαβαίνει κανείς ότι επιλέγοντας τους τυχαίους αριθµούς {xi,yi} σύµφωνα µε την 
συνθήκη: 

[ ]
[ ]

i

i

x R a,b

y R a,b

=

=
 4.6.5 

καλύπτουµε ισότροπα την επιφάνεια ΑΒΓΔ του Σχήµατος 4.6.1. Επειδή η επιφάνεια 
ολοκλήρωσης είναι η επιφάνεια του τριγώνου ΑΒΓ, ορίζουµε την συνάρτηση z(x,y) ως: 

0 για y x
x, y [a,b], z(x, y)

g(x, y) για y x
>⎧

∈ = ⎨
≤⎩

 4.6.6 

Είναι εύκολο να δείξουµε ότι ολοκληρώνοντας την συνάρτηση z(x,y) ως 
b x

a a

z(x, y)dy dx
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫  

καταλήγουµε στο ολοκλήρωµα της σχέσης 4.6.1 
 

b x b x

a a a a

z(x, y)dy dx g(x, y)dy dx I
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫   4.6.7 

 
Κατά τα γνωστά, το ολοκλήρωµα υπολογίζεται µε την επιλογή Ν ζευγών {xi,yi}, σύµφωνα µε 
την συνθήκη 4.6.5, ως: 

2 2N N'

i i i i
i 1 i 1 N N'

(b a) (b a)Î z(x , y ) z(x , y ) 0 0 0
N N= = −

− −
= ⋅ = ⋅ + + + +∑ ∑ K1 44 2 4 43  4.6.8 

(α) 

 
 

 

αληθής 
τιµή 

τιµή εκτίµησης x 

y 

(β) 



όπου N’ (N’=N/2) είναι ο αριθµός των σηµείων {xi,yi} στο εσωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
Η διασπορά της εκτίµησης του ολοκληρώµατος µε την σχέση 4.6.8 δίνεται από την έκφραση: 

24 4 N' N'
2

i i i i2
i 1 i 1

(b a) (b a) 1 1ˆ ˆV(I) V(z(x, y)) g (x , y ) g(x , y )
N N N N= =

⎡ ⎤− − ⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  4.6.9 

 
Η ακρίβεια ολοκλήρωσης, όπως εκφράζεται µε την σχέση 4.6.9, είναι µικρότερη από την 
ακρίβεια που θα επιτυγχάνετο διαλέγοντας  N’(=N/2) ζεύγη τυχαίων αριθµών στην τριγωνική 

επιφάνεια ολοκλήρωσης , 
2

ABΓ
(b a)E
2
−

= . Πράγµατι, θέτοντας στην 4.6.9, N’=N/2 

καταλήγουµε ότι: 
22

2N' N'
2

i i i i2
i 1 i 1

22
2N' N'

2
i i i i2

i 1 i 1

(b a)
2 1 1ˆ ˆV(I) g (x , y ) g(x , y )

N ' N ' 2 N '

(b a)
2 1 1ˆ ˆV(I) g (x , y ) g(x , y )

N ' N ' N '

= =

= =

⎛ ⎞−
⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎝ ⎠= ⋅ ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞−
⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎝ ⎠> ⋅ ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

 

Είναι προφανές ότι τα µισά από τα ζεύγη τυχαίων αριθµών δεν προσφέρουν στην ακρίβεια 
ολοκλήρωσης καθιστώντας της µέθοδο απόρριψης µη αποδοτική. 
 
 
Παράδειγµα 4.6.2: 
Στο Σχήµα 4.6.3α  παρουσιάζονται, υπό µορφή ιστογράµµατος, τα αποτελέσµατα  εκτιµήσεων  
του ολοκληρώµατος  4.6.4 βάσει της σχέσης 4.6.8. Για κάθε εκτίµηση έχουν επιλεγεί 
Ν=10000 τυχαίοι αριθµοί, σύµφωνα µε τη συνθήκη 4.6.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Σχήµα 4.6.3: (α) Η κατανοµή των εκτιµήσεων και (β)  παράσταση σε ιστόγραµµα της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας σε σύγκριση µε την αναµενόµενη κανονική συνάρτηση 
 

 τιµή εκτίµησης τιµή εκτίµησης 

(α) (β) 



 
 
 Οι εκτιµήσεις κατανέµονται γύρω την πραγµατική τιµή του ολοκληρώµατος,  28.15. Στο 
σχήµα 4.6.3.β παρουσιάζεται ως ιστόγραµµα η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας9 των 
εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος σε σύγκριση µε την γραφική παράσταση κανονικής 
συνάρτησης µε µέση τιµή την πραγµατική του ολοκληρώµατος και σ (=0.3454) ίσο µε την 
τετραγωνική ρίζα της διασποράς που εκφράζει η σχέση 4.6.9, για Ν=10000   
 
 
 
4.6.3 Μέθοδος µεταφοράς 
Επιλέγουµε Ν ζεύγη τυχαίων αριθµών, { }i iu , v ,στην εσωτερική επιφάνεια του ΑΒΓΔ του 
Σχήµατος 4.6.1 ως: 

[ ]
[ ]

i

i

u R a,b

v R a,b

=

=
  4.6.10 

Στη συνέχεια ορίζουµε τους τυχαίους αριθµούς xi και yi ως το µέγιστο και ελάχιστο των  ui και 
vi αντίστοιχα: 
i i i

i i i

x max(u , v )
y min(u , v )
=

=
  4.6.11 

Με τον µετασχηµατισµό 4.6.11 διατηρούµε την οµοιοµορφία επιλογής των σηµείων 
{ }i iu , v εφόσον ανήκουν στην περιοχή ολοκλήρωσης (ΑΒΓ) . Στην περίπτωση όπου το ζεύγος 

{ }i iu , v ανήκει στην περιοχή ΑΓΔ µεταφέρεται στη περιοχή ολοκλήρωσης διατηρώντας την 
οµοιοµορφία στη κατανοµή των σηµείων. 
Με την χρήση των Ν επιλεγµένων ζευγών { }i ix , y , η τιµή του ολοκληρώµατος 4.6.1 εκτιµάται 
µε την ακόλουθη σχέση: 
  

( )2 N

i i
i 1

b a 1Î g(x , y )
2 N =

−
= ⋅ ⋅∑    4.6.12 

Είναι προφανές ότι µε την µέθοδο αυτή, κάθε επιλεγµένο ζεύγος αριθµών συµµετέχει στον 
υπολογισµό και συνεισφέρει στην ακρίβεια της ολοκλήρωσης. 
 
Ερώτηση: Στο Σχήµα 4.6.4 παρίσταται µε την µορφή ιστογράµµατος η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας των εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος 6.4.4 µε την µέθοδο 
µεταφοράς, για Ν=1000 ζεύγη τυχαίων αριθµών. Στο ίδιο Σχήµα φαίνεται η γραφική 
παράσταση κανονικής συνάρτησης µε µέση τιµή ίση µε την πραγµατική τιµή του 
ολοκληρώµατος και σ≈ 0.145 , λιγότερο από το µισό της τιµής που βρέθηκε στο Παράδειγµα 
4.6.2. Δικαιολογήσετε τα αποτελέσµατα. 
 

                                                
9 Το ιστόγραµµα του Σχήµατος 4.6.3β, που παριστά την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, πρέκυψε από το ιστόγραµµα 
του Σχήµατος 4.6.3α διαιρώντας το ύψος κάθε ιστού µε τον συνολικό αριθµό των εκτιµήσεων (µετατρέποντας το πλήθος 
εκτιµήσεων σε κάθε ιστό σε πιθανότητα η εκτίµηση να έχει τιµή εντός των ορίων του ιστού) και µε το εύρος των ορίων του 
ιστού (µετατρέποντας την πιθανότητα σε πυκνότητα πιθανότητας). 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.6.4:  Πυκνότητα πιθανότητας των εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος 6.4.4 µε την 
µέθοδο µεταφοράς. 
 
 
 
4.6.4 Μέθοδος βεβαρηµένου αθροίσµατος  
Επανερχόµενος στην µέθοδο που συζητήσαµε στην παράγραφο 4.6.1, θα σας υπενθυµίζω ότι 
σε κάθε στοιχειώδης περιοχή µε βάση Δx 0→  και ύψος i ih x a= − , που βρίσκεται σε 
τεταγµένη xi (βλέπε Σχήµα 4.6.5), συµπιέζονται όλα τα σηµεία που επιλέγηκαν αρχικά στο 
ορθογώνιο ΚΛΜΝ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.6.5 
 

 τιµή εκτίµησης 

a 

a 

b 

b 

A 

Γ Δ 

Β 

Δx 
Κ Λ 

Μ Ν 

hi=yi-a=xi-a 

x 

y 



Αρχικά τα σηµεία επιλέγονται οµοιόµορφα στην περιοχή ΑΒΓΔ µε συνέπεια η πυκνότητα 

κατανοµής των n  επιλεγµένων σηµείων στη περιοχή ΚΛΜΝ να είναι: nρ
Δx (b a)

=
⋅ −

. Μετά 

την «συµπίεση» των σηµείων στην περιοχή της ολοκλήρωσης, επιφάνειας iΔx (x a)⋅ − , η 

πυκνότητα σηµείων θα είναι: 
i

nρ '
Δx (x a)

=
⋅ −

 

Προκειµένου να εξασφαλίσουµε την ίδια πυκνότητα σηµείων για κάθε περιοχή ολοκλήρωσης, 
θα «βαρύνουµε» την συµµετοχή κάθε επιλεγέντος ζεύγους, { }i ix , y , στο άθροισµα 4.6.3 µε 
τον λόγο των πυκνοτήτων, ως: 

i
i

i

n
(x a)Δx (b a)w n (b a)

Δx (x a)

−⋅ −
= =

−
⋅ −

 4.6.13 

Η τιµή του ολοκληρώµατος εκτιµάται από την ακόλουθη σχέση: 
2 N N

i
i i i i i

i 1 i 1

x a(b a) (b a)I g(x , y ) g(x , y ) (x a)
N b a N= =

−− −
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −

−∑ ∑     4.6.14 

Στην παράγραφο 4.7.3 θα συζητήσουµε την αυστηρή απόδειξη ισχύος αυτής της µεθόδου, η 
οποία καταλήγει σε ακριβέστερες εκτιµήσεις από εκείνες της µεθόδου µεταφοράς όταν η 
διασπορά της ποσότητας (x-a)g(x,y) είναι µικρότερη της διασποράς της ποσότητας g(x,y), 
όταν x και y είναι τυχαίες µεταβλητές ισοπίθανα κατανεµηµένες στη περιοχή ολοκλήρωσης. 
 
 
 
4.7 Τεχνικές µεγιστοποίησης της ακρίβειας της ολοκλήρωσης Monte Carlo 
 
Όπως επανειληµµένα αναφέρθηκε, η ακρίβεια της Monte Carlo ολοκλήρωσης εξαρτάται από 
το πλήθος των τυχαίων τιµών που θα επιλεγούν για τις  ανεξάρτητες µεταβλητές και θα  
χρησιµοποιηθούν στο άθροισµα της σχέσης 4.4.2.  Επειδή η εκτίµηση της τιµής του 
ολοκληρώµατος συµπεριφέρεται ως τυχαία µεταβλητή, µε διασπορά άµεσα εξαρτώµενη από 
την διασπορά της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης (όπως εκφράζεται από την σχέση 4.4.3), 
αναζητούµε τεχνικές ελαχιστοποίησης της διασποράς για πεπερασµένο πλήθος όρων (Ν) του 
αθροίσµατος 4.4.2. 
Στην συνέχεια αυτής της υποενότητας θα συζητήσουµε τεχνικές  που συνήθως 
χρησιµοποιούνται για την µείωση της διασποράς της εκτίµησης. 
 
4.7.1 Μέθοδος διάστρωσης (stratification) 
Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή χωρίζουµε την περιοχή ολοκλήρωσης σε υπο-περιοχές,ως: 

b c b

a a c

I y(x)dx y(x)dx y(x)dx= = +∫ ∫ ∫   4.7.1 

και η τιµή του ολοκληρώµατος εκτιµάται ως: 

1 2
ˆ ˆ ˆI I I= +   4.7.2α 



όπου 1 2
ˆ ˆI και I  είναι οι εκτιµήσεις των τιµών των ολοκληρωµάτων 

c b

1 2
a c

ˆ ˆI y(x)dx και I y(x)dx= =∫ ∫  αντίστοιχα. 

Η διασπορά της εκτίµησης 4.7.2α εξαρτάται από την διασπορά των εκτιµήσεων 1 2
ˆ ˆI και I  ως: 

1 2
ˆ ˆ ˆV(I) V(I ) V(I )= +   4.7.2β 

Σωστή επιλογή των ορίων ολοκλήρωσης και του αριθµού των τυχαίων αριθµών σε κάθε 
περιοχή, µπορεί να οδηγήσει σε δραµατική µείωση της διασποράς. 
 

Ερώτηση: Δείξετε ότι εάν επιλεγεί a bc
2
+

=  και το πλήθος των τυχαίων αριθµών που 

επιλέγονται στις περιοχές  [a,c] και [c,b] είναι 1 2
NN N
2

= =  τότε η διασπορά της εκτίµησης 

4.7.2 είναι µικρότερη από την διασπορά της εκτίµησης 4.4.2 που επιτυγχάνεται µε την επιλογή 
Ν τυχαίων αριθµών στην περιοχή [a,b]. 

4.7.2  

Υπόδειξη: Όταν η τιµή του ολοκληρώµατος 
b

a

I y(x)dx= ∫ εκτιµάται µε Monte Carlo 

ολοκλήρωση στην περιοχή [a,b], η διασπορά της εκτίµησης θα είναι: 
2b b2 2

2

a a

(b a) (b a) 1 1ˆV(I) V(y(x)) y (x) dx y(x) dx
N N b a b a

⎡ ⎤⎛ ⎞− − ⎢ ⎥= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟
− −⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  4.7.3 

Στην περίπτωση της εκτίµησης της τιµής του ολοκληρώµατος σύµφωνα µε την σχέση 4.7.2, η 
διασπορά θα είναι: 

( )

2 2 2c c b b
2 2

1 2
a a c c

2 2 2b c a
2

2
a a c

b a( ) 2 2 2 22ˆ ˆV(I ) V(I ) y (x) dx y(x) dx y (x) dx y(x) dxN b a b a b a b a2
b a( ) 2 42 y (x) dx y(x) dx y(x) dxN b a b a2

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥+ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − − −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

−
⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎢ ⎥= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  4.7.4 

 
 
Η διαφορά των εκφράσεων 4.7.3 και 4.74 καταλήγει σε: 

( )
2c b1ˆ ˆ ˆV(I) V(I ) V(I ) y(x) dx y(x) dx 01 2 N a c

⎡ ⎤
− + = ⋅ ⋅ − ⋅ ≥⎢ ⎥∫ ∫

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
 
4.7.3 Μέθοδος ιεραρχηµένης δειγµατοληψίας 



Έστω ότι υπάρχει η θετική συνάρτηση g(x) ( )g(x) 0 x [a,b]> ∀ ∈  και έστω επίσης ότι 
b

a

R g(x)dx= ∫ . Το ολοκλήρωµα 
b

a

I y(x)dx= ∫ , µπορεί να γραφεί ως: 

b
2

a

y(x) 1I g(x) dx b 4ac
1 Rg(x)
R

⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅ −⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎣ ⎦⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  4.7.5 

4.7.4  
Παρατηρήστε ότι η τιµή του ολοκληρώµατος ισούται µε την µέση τιµή της συνάρτησης 

y(x)Q(x)
1 g(x)
R

=
⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

 όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής x είναι η 

συνάρτηση P(x) η οποία ορίζεται ως: 
g(x) , x [a,b]

P(x) R
0, x [a,b]

⎧ ∈⎪
= ⎨
⎪ ∉⎩

  4.7.6 

 
 
Σύµφωνα µε τον νόµο των µεγάλων αριθµών, η τιµή του ολοκληρώµατος 4.7.5 ισούται µε : 
 

b N
i

N i 1 ia

y(x )y(x) y(x) RI P(x) dx lim
1 1 N g(x )g(x) g(x)
R R

→∞
=

= ⋅ ⋅ =< >=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑∫   4.7.7 

όπου οι τιµές xi (i=1,2,3,…,N) της µεταβλητής  x έχουν επιλεγεί σύµφωνα µε τη συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας P(x). 
Επιπλέον, η µεταβλητή: 

 
N

i

i 1 i

y(x )RÎ
N g(x )=

= ∑   4.7.8 

η οποία ορίζεται µε µεγάλο αλλά πεπερασµένο πλήθος τιµών της µεταβλητής x, αποτελεί 
εκτίµηση της τιµής του ολοκληρώµατος. Η ακρίβεια της εκτίµησης ˆV(I) , (η διασπορά της 
τυχαίας µεταβλητής που ορίσθηκε µε την σχέση 4.7.8) εξαρτάται από την διασπορά της 

µεταβλητής y(x)/g(x), y(x)V
g(x)
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ως: 

( )
2R y(x)ˆV I V
N g(x)

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
          4.7.9 

 
Απλή σύγκριση µε την σχέση 4.4.3 αρκεί για να δείξει ότι εάν  στην περιοχή ολοκλήρωσης 

ισχύει ότι ( )y(x)V V y(x)
g(x)
⎛ ⎞

<⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τότε η µέθοδος ιεραρχηµένης δειγµατοληψίας καταλήγει σε 

ακριβέστερη εκτίµηση από ότι η µέθοδος απλής Monte Carlo ολοκλήρωσης, για τον ίδιο 
αριθµών όρων, Ν.  



Πρακτικά ζητούµε να βρούµε συναρτήσεις g(x) οι οποίες «οµοιάζουν» µε την προς 
ολοκλήρωση συνάρτηση, y(x), ώστε ο λόγος y(x)/g(x) να έχει µικρή διασπορά στο διάστηµα 
[a,b]. 
 
 
Παράδειγµα 4.7.1 
Έστω το ολοκλήρωµα: 

0

I sin x dx
π

= ⋅∫   4.7.10 

το οποίο προφανώς ισούται µε 
0

I sin x dx 2
π

= ⋅ =∫ . 

Η τιµή του ολοκληρώµατος µπορεί να εκτιµηθεί µε απλή ολοκλήρωση Monte Carlo, 
επιλέγοντας τυχαίους αριθµούς, r, στο διάστηµα [0,π] ως: 

N

i
i

Î sin(r )
N
π

= ⋅∑  4.7.11 

όπου η ακρίβεια της εκτίµησης εκφράζεται από την διασπορά  της τυχαίας µεταβλητής Ι̂ , ως: 

( ) ( )
2

ˆV I V sin(r)
N
π

= ⋅  4.7.12 

Στο σχήµα 4.7.1α παρίσταται υπό µορφή ιστογράµµατος  η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας της συνάρτησης sin( r) όταν το r είναι τυχαίος αριθµός στο διάστηµα [0,π]. 
Εύκολα υπολογίζεται (π.χ. από το Σχήµα 4.7.1α) ότι  V(sin(r)) ≈0.097 και συνεπώς αναµένεται 
η ακρίβεια εκτίµησης του ολοκληρώµατος να είναι: ( )ˆV I ≈9.58⋅10-5, για Ν=10000. 

Ερώτηση: Δείξετε ότι 
2

2

0 0

1 1V(sin(r)) sin (r) dr sin(r) dr 0.097
π π⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≈⎢ ⎥
π π⎣ ⎦
∫ ∫  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

               
Σχήµα 4.7.1: α) Γραφική παράσταση της πυκνότητας πιθανότητας της συνάρτησης sin( r) 
όταν το r είναι τυχαίος αριθµός στο διάστηµα [0,π]. β) Το ιστόγραµµα παριστά γραφικά  
την πυκνότητα πιθανότητας των εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος. Η συνεχής γραµµή 
παριστά την κανονική συνάρτηση µε παραµέτρους που περιγράφονται στο κείµενο.  

α) β) 

sin( r) Î  



 
 
Στο Σχήµα 4.7.1β παρίστανται υπό µορφή ιστογράµµατος η πυκνότητα πιθανότητα  
εκτιµήσεων της τιµής του ολοκληρώµατος 4.7.10. Κάθε εκτίµηση προέκυψε  σύµφωνα µε την 
σχέση 4.7.11 για Ν=10000. Στο ίδιο Σχήµα φαίνεται προς  σύγκριση η γραφική παράσταση 
κανονικής συνάρτησης µε µέση τιµή ίση µε την πραγµατική τιµή του ολοκληρώµατος και 
σ=0.31( ˆV(I)≈ ). 
 
Στη συνέχεια θα εκτιµήσουµε την τιµή του ολοκληρώµατος χρησιµοποιώντας την µέθοδο της 
ιεραρχηµένης δειγµατοληψίας, σχέση 4.7.8, για Ν=10000 τιµές της µεταβλητής x. Οι τιµές της 
µεταβλητής x θα επιλεγούν σύµφωνα µε τις ακόλουθες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας:   

2

1

2

(x 1.57)
0.98

1 1
1

g (x)

2
2 2

2
g (x)

1 1P (x) g (x) 1.123 e
R 1.9215

1 1P (x) g (x) 0.015 1.243 x 0.39 x
R 2.056

−⎡ ⎤
= ⋅ = ⋅ ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⋅ = ⋅ − + ⋅ − ⋅⎣ ⎦

1 4 4 2 4 4 3

1 4 4 4 4 4 2 4 4 4 4 43

  4.7.13  

όπου 1 2
0 0

P (x) dx P (x) dx 1
π π

⋅ = ⋅ =∫ ∫  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                           

                               
 
 
Σχήµα 4.7.2: Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων: sin(x) (µαύρο χρώµα), 

2(x 1.57)
0.98

1g (x) 1.123 e
−

= ⋅  (κόκκινο χρώµα) και  2
2g (x) 0.015 1.243 x 0.39 x= − + ⋅ − ⋅  

(µπλε χρώµα) 
 

x 



 
Στο Σχήµα 4.7.2 παρίστανται γραφικά οι συναρτήσεις: sin(x), g1(x) και g2(x), ενώ στο Σχήµα 

4.7.3 παρίστανται οι πυκνότητες πιθανότητες των συναρτήσεων: 
1

sin(x)
g (x)

 και 
2

sin(x)
g (x)

. Είναι 

προφανές ότι η συνάρτηση g1(x) προσοµοιάζει την υπό ολοκλήρωση συνάρτηση sin(x) πολύ 
καλύτερα από ότι η συνάρτηση  g2(x).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Συνεπώς , όπως παραστατικά φαίνεται στο Σχήµα 4.7.3, η τυχαία µεταβλητή που ορίζεται από 

τον  λόγο 
2

sin(x)
g (x)

 είναι λιγότερο «διασπαρµένη» από ότι ο λόγος 
1

sin(x)
g (x)

. Πράγµατι, η 

διασπορά V(
2

sin(x)
g (x)

) ≈0.53⋅10-2 είναι σηµαντικά µικρότερη από την διασπορά V(
1

sin(x)
g (x)

) 

≈0.29⋅10-1. 
 
Ερώτηση: Υπολογίσετε την ακρίβεια εκτίµησης του ολοκληρώµατος 4.7.10 µε την µέθοδο 
της ιεραρχηµένης δειγµατοληψίας, όταν χρησιµοποιείται η συνάρτηση g1(x) και όταν 
χρησιµοποιείται η συνάρτηση g2(x). 
 
 
Στο Σχήµα 4.7.4 παρίστανται τα αποτελέσµατα εκτιµήσεων του ολοκληρώµατος 4.7.10, για 
Ν=10000 τυχαίους αριθµούς επιλεγµένους σύµφωνα µε τις συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας α) P1(x) ή β) P2(x), εφαρµόζοντας  την σχέση 4.7.8.  

 
 
 
Σχήµα 4.7.3: Παράσταση σε ιστόγραµµα της πυκνότητας πιθανότητας των τυχαίων 

µεταβλητών: α)  
1

sin(x)
g (x)

 και β)  
2

sin(x)
g (x)

 

1

sin(x)
g (x)

 
2

sin(x)
g (x)

 

α) β) 



Οι συνεχείς γραµµές παριστούν κανονικές συναρτήσεις µε µέση τιµή την πραγµατική τιµή του 
ολοκληρώµατος και σ1=3.3⋅10-3, σ2=1.5⋅10-3, σε πλήρη συµφωνία µε τις προβλέψεις της 
σχέσης 4.7.9.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στην προηγούµενη ανάλυση υποθέσαµε ότι µπορούµε εύκολα να παράγουµε τιµές για την 
µεταβλητή x σύµφωνα µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας P(x). Στην πράξη αυτή η 
προϋπόθεση δεν είναι εύκολο να ικανοποιηθεί. Στο παράδειγµα η επιλογή τιµών της 
µεταβλητής x, σύµφωνα µε τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας P1(x) και P2(x), έγινε µε 
την µέθοδο της απόρριψης (βλέπε στην παράγραφο 4.8.;;;;;), η οποία αφ’ εαυτής δαπανά 
δοκιµές προκειµένου να επιλέξει τις κατάλληλες τιµές.  
Πρακτικά η µέθοδος είναι εύκολα εφαρµόσιµη όταν η συνάρτηση g(x) είναι εύκολα 

ολοκληρώσιµη και η συνάρτηση 
x x

a a

1G(x) g(y) dx P(y) dx
R

= ⋅ ⋅ = ⋅∫ ∫  είναι εύκολα 

αντιστρέψιµη. Στην περίπτωση αυτή, η σχέση 4.7.7 γράφεται ως: 
G(b)b

a G(a)

y(x) y(x)I P(x) dx dG(x)
1 1g(x) g(x)
R R

= ⋅ ⋅ = ⋅
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫   4.7.14 

 
Σχήµα 4.7.4: Γραφική παράσταση των αποτελεσµάτων των εκτιµήσεων του 
ολοκληρώµατος 4.7.10 µε την µέθοδο της ιεραρχηµένης δειγµατοληψίας. Τα 
ιστογράµµατα παριστούν την πυκνότητα πιθανότητας των εκτιµήσεων ενώ οι συνεχείς 
γραµµές παριστούν, γραφικά, κανονικές συναρτήσεις µε µέσες τιµές ίσες µε την 
πραγµατική τιµή του ολοκληρώµατος και διασπορά σύµφωνα µε τις προβλέψεις της 
σχέσης 4.7.9. Οι τιµές για την µεταβλητή x επελέγησαν σύµφωνα µε τις συναρτήσεις 
πυκνότητας πιθανότητας: α) P1(x) και β) P2(x) που περιγράφονται µε την σχέση 4.7.13 

Î
 

Î  

α) β) 



όπου G(a)=0 και  G(b)=1. Επιλέγοντας τυχαίες τιµές για την µεταβλητή G(x) στο διάστηµα 
[0,1]  και αντιστρέφοντας για να υπολογίσουµε την αντίστοιχη τιµή του x ( 1x G (x)−= ) , 
υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα µε την σχέση 4.7.8. 
Θα πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι µερικές φορές, όταν η τιµή της g(x) είναι πολύ µικρή και η 
τιµή του λόγου y(x)/g(x) πολύ µεγάλη, η µέθοδος αυτή είναι υπολογιστικά ασταθής (π.χ. στη 
εφαρµογή της ως λογισµικό υπολογιστικού συστήµατος). 
Για τους προαναφερθέντες λόγους, η µέθοδος χρησιµοποιείται σε ειδικές περιπτώσεις και 
σχεδόν αποκλειστικά10 σε ολοκληρώσεις µίας µεταβλητής.  
 
Εναλλακτικά, µπορούµε να προσθαφαιρέσουµε το ολοκλήρωµα κάποιας συνάρτησης q(x) 
ώστε: 

[ ]
b b b

a a a

I y(x)dx y(x) q(x) dx q(x)dx= = − +∫ ∫ ∫  4.7.15 

εάν βεβαίως το ολοκλήρωµα 
b

a

q(x)dx∫  είναι εύκολα υπολογίσιµο και υπό την προϋπόθεση ότι 

η διασπορά [ ]V( y(x) q(x) )−  είναι µικρότερη της διασποράς V(y(x)), όταν η µεταβλητή x 
κατανέµεται ισοπίθανα στο [a,b]. 
Με τον τρόπο αυτό αποφεύγονται παθολογικές περιπτώσεις (π.χ. περιπτώσεις όπου για 
κάποιες τιµές της µεταβλητής x, η τιµή της συνάρτησης g(x) είναι πολύ µικρή και η τιµή του 
λόγου y(x)/g(x) πολύ µεγάλη) και επί πλέον δεν απαιτείται η χρήση γεννητόρων τυχαίων 
αριθµών σύµφωνα µε (συνήθως) πολύπλοκες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (P(x)). 
 
 
 4.7.4  Μέθοδος συνελιγµένων µεταβλητών 
Υπενθυµίζεται ότι η διασπορά του αθροίσµατος δύο συναρτήσεων της τυχαίας µεταβλητής x 
εκφράζεται από την σχέση: 

1 2 1 2 1 2V(y (x) y (x)) V(y (x)) V(y (x)) 2 cov(y (x), y (x))+ = + + ⋅  4.7.16 
Έστω οι συναρτήσεις y1(x) και y2(x) τέτοιες ώστε: 

[ ]
b b

1 2
a a

I y(x) dx y (x) y (x) dx= ⋅ = + ⋅∫ ∫   4.7.17 

Εάν οι συναρτήσεις y1(x) και y2(x) έχουν επιλεγεί ώστε να είναι αρνητικά συνελιγµένες 
( 1 2cov(y (x), y (x) 0< )  είναι δυνατόν V(y(x))>V(y1(x) +y2(x)). Ώστε η εκτίµηση της τιµής του 
δεξιού µέλους της ισότητας 4.7.17 , µε Monte Carlo ολοκλήρωση, θα καταλήγει ταχύτερα σε 
ακριβέστερες τιµές. 
Επί παραδείγµατι εάν y(x) είναι µία µονοτονικά αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα [a,b] και 
1 2y (x) 0.5 y(x), y (x) 0.5 y(b (x a))= ⋅ = ⋅ − −  προφανώς ισχύει ότι η σχέση 4.7.17, αλλά οι 
συναρτήσεις  y1(x) και y2(x) είναι εκ κατασκευής αρνητικά συνελιγµένες (όταν η τιµή της µίας 
αυξάνει της δεύτερης µειώνεται). Στην περίπτωση αυτή, θα εκτιµήσουµε την τιµή του 
ολοκληρώµατος ως: 

                                                
10 Εν τούτοις, η µέθοδος του βεβαρηµένου αθροίσµατος που περιγράφηκε στην υποενότητα 4.6.4 αποτελεί 
εφαρµογή αυτής της µεθόδου. 

 



 [ ]
N

1 i 2 i
i 1

b aÎ y (x ) y (x )
N =

−
= ⋅ +∑  4.7.18 

όπου οι τιµές xi της µεταβλητής x, θα επιλέγονται τυχαία στο διάστηµα [a,b]. H ακρίβεια της 
εκτίµησης θα εξαρτάται από την διασπορά V(y1(x) +y2(x)) η οποία λόγω της αρνητικής 
συνέλιξης αναµένεται να είναι µικρότερη από την διασπορά της υπό ολοκλήρωση 
συνάρτησης,  V(y(x)). 
 
Παράδειγµα 4.7.2 
Ας εφαρµόσουµε την µέθοδο των συνελιγµένων  µεταβλητών στην εκτίµηση του 
ολοκληρώµατος της σχέσης 4.7.19: 

{
{

( )
1 2

20 20
33 3

y(x)10 10
y (x) y (x)

1 1I x dx x 30 x dx 3750
2 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫
1 4 2 4 3

 4.7.19 

Η εκτίµηση µε την απλή µέθοδο Monte Carlo ολοκλήρωσης εκφράζεται από την σχέση: 
N

y i
i 1

10Î y(x )
N =

= ⋅∑  ενώ η εκτίµηση µε την µέθοδο των συνελιγµένων µεταβλητών εκφράζεται 

από την σχέση: [ ]
1 2

N

y y 1 i 2 i
i 1

10Î y (x ) y (x )
N+

=

= ⋅ +∑ .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
 
Σχήµα 4.7.5: Οι πυκνότητες  πιθανότητας των µεταβλητών 
1 2 1 2y (x), y (x), y(x) y (x) y (x)και + , 

y y1+y2 



Η ακρίβεια των εκτιµήσεων εκφράζεται από την διασπορά των µεταβλητών yÎ  και 
1 2y yÎ + , ως: 

( ) ( )
N

y i
i 1

100ˆV I V y(x )
N =

= ⋅∑  και ( ) ( )
1 2

N

y y 1 i 2 i
i 1

100ˆV I V y (x ) y (x )
N+

=

= ⋅ +∑  αντίστοιχα. 

 
Ερώτηση: Δείξετε ότι, όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής x 

( x [10,20]∈ ) είναι 1P(x)
10

=  τότε 1 1V(y (x)) V(y (x)) 1020099.2= ; , V(y(x)) 4080396.8; , 

1 2cov(y (x), y (x)) 963839.3−;  και ότι 1 2V(y (x) y (x)) 112499.8+ =  
Υπόδειξη:  

 
1 2 1 2 1 2

20 20 20

1 2 1 2
10 10 10

cov(y (x), y (x)) y (x) y (x) y (x) y (x)

1 1 1y (x) y (x) dx y (x) dx y (x) dx
10 10 10

=< ⋅ > − < > ⋅< >

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫

 

 
 
Στο Σχήµα 4.7.5 παρίστανται υπό µορφή ιστογράµµατος οι πυκνότητες  πιθανότητας των 
µεταβλητών 1 2 1 2y (x), y (x), y(x) y (x) y (x)και + , όταν το x  παίρνει τυχαίες τιµές στο 
διάστηµα [10,20]. Είναι προφανής η µικρότερη διασπορά της συνάρτησης 1 2y (x) y (x)+  από 
την διασπορά της συνάρτησης y(x). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 4.7.6: Οι πυκνότητες πιθανότητας των εκτιµήσεων yÎ  και 

1 2y yÎ +  , για Ν=10000, σε σύγκριση µε την γραφική παράσταση 
κανονικών συναρτήσεων µε yσ =202 και 

1 2y y+σ =33.5 αντίστοιχα. 

yÎ
 

1 2y yÎ +
 



Στο Σχήµα 4.7.6 παρίστανται οι πυκνότητες πιθανότητας των εκτιµήσεων yÎ  και 
1 2y yÎ +  , για 

Ν=10000, σε σύγκριση µε την γραφική παράσταση κανονικών συναρτήσεων µε yσ =202 και 

1 2y y+σ =33.5 αντίστοιχα. Είναι προφανής η επιτυχία της µεθόδου συνελιγµένων µεταβλητών να 
καταλήξει σε ακριβέστερες εκτιµήσεις για την περίπτωση αυτού του παραδείγµατος. 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι οι παράµετροι yσ =202 και 

1 2y y+σ =33.5 των κανονικών συναρτήσεων 
του Σχήµατος 4.7.6 είναι σε απόλυτη συµφωνία µε τις τιµές της διασποράς που βρήκατε στην 
προηγούµενη Ερώτηση. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Άσκηση: Σ΄ ένα πείραµα µέτρησης του φυσικού µεγέθους Χ, χρησιµοποιείται συσκευή 
µέτρησης µε συνάρτηση διακριτικής ικανότητας που δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

( )2m R
2

x x
2 r

m R
1g(x ;x ) g(Δx) e

r 2 π

−
−

⋅= = ⋅
⋅ ⋅

 

όπου xR και xm είναι η πραγµατική τιµή και το αποτέλεσµα της µέτρησης της φυσικής 
ποσότητας. Εάν η πραγµατική τιµή της  ποσότητας Χ συµπεριφέρεται ως τυχαία µεταβλητή µε 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
( )2R

2
x µ
2 σ

R
1f (x ) e
2 π σ

−
−

⋅= ⋅
⋅ ⋅

 µε σ και µ σταθερές 

παραµέτρους. Να δείξετε ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,q(xm), των 
αποτελεσµάτων µέτρησης της ποσότητας Χ είναι Gaussian µε αναµενόµενη τιµή και διασπορά 
ίσες µε µ και σ2+r2  αντίστοιχα. 



 
4.8 Προσοµοίωση φαινοµένων µε την µέθοδο Monte Carlo 
Με την µέθοδο Monte Carlo, αντιµετωπίζουµε δύο κατηγορίες προβληµάτων: προβλήµατα 
ολοκλήρωσης και προβλήµατα προσοµοίωσης, όπως περιγράφεται στο ακόλουθο παράδειγµα. 
 
Ας υποθέσουµε ότι µελετούµε την εξέλιξη ενός φυσικού φαινοµένου το οποίο αναπαράγουµε 
πειραµατικά στο εργαστήριο. Κάθε φορά που συµβαίνει το φαινόµενο, π.χ. η σκέδαση πυρήνα 
He κατά την διέλευση του δια µέσου λεπτού φύλλου χρυσού (σκέδαση Rutherford), οι 
πειραµατικές συσκευές καταγράφουν ένα πλήθος από n φυσικές ποσότητες1, 
{ }1 2 3 nx ,x ,x , , xK .   
Στα επόµενα θα παριστούµε τις παρατηρήσεις που αναφέρονται σε ένα γεγονός (δηλαδή σε 
µία διεξαγωγή του φαινοµένου) µε το διάνυσµα  { }1 2 3 nx x ,x ,x , , x=

r K . Κάθε συνιστώσα του 
διανύσµατος xr  ( 1 2 3 nx , x , x , , xK ) αντιστοιχεί στη µέτρηση µίας από τις n φυσικές ποσότητες. 
H εκτέλεση του ιδίου πειράµατος Ν φορές καταλήγει στην συλλογή Ν διανυσµάτων, 

{ }i i,1 i,2 i,3 i,nx x ,x ,x , ,x=
r K µε  i=1,2,3,…,N, όπου κάθε διάνυσµα περιέχει όλη την πειραµατική 
πληροφορία που συλλέξαµε σε ένα γεγονός2.   
Έστω επίσης ότι υπάρχει κάποια φυσική θεωρία (ή απλώς ένα θεωρητικό µοντέλο ή µία 
θεωρητική υπόθεση) που προβλέπει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, 

1 2 3 ng(y) g(y , y , y , , y )=
r K 3, των φυσικών ποσοτήτων που χαρακτηρίζουν το φαινόµενο.  

Όπως συζητήσαµε αναλυτικά σε προηγούµενη υποενότητα (βλέπε σχέση 4.3.5) η συνάρτηση 
πυκνότητα πιθανότητας, f (x)r , που περιγράφει τις πειραµατικές µετρήσεις εκφράζεται ως: 
 

g(y) (y) R(x, y) dy
f (x)

g(y) (y) dy

Ω

Ω

⋅ε ⋅ ⋅

=

⋅ ε ⋅

∫

∫

r r r r r
r

r r r
 4.8.1 

Οι συναρτήσεις (y)ε
r και R(x, y)r r 4παριστούν την αποδοχή-αποδοτικότητα και την συνάρτηση 

διακριτικής ικανότητας της ανιχνευτικής διάταξης, αντίστοιχα. Ο παράγων Ω , παριστά την 
περιοχή επιτρεπτών τιµών των φυσικών ποσοτήτων 1 2 3 ny , y , y , , yK .  
 

                                                
1 Επι παραδείγµατι οι ποσότητες αυτές µπορεί να είναι τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του σκεδαζόµενου πυρήνα 
He. 
2 Επι παραδείγµατι παρατηρούµε τις σκεδάσεις Ν σωµατίων α και συλλέγουµε Ν αντίστοιχα διανύσµατα 

{ }1 2x x ,x=
r

, όπου x1 και x2 είναι τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του σκεδαζόµενου σωµατίου.  
3  Επι παραδείγµατι το ατοµικό µοντέλο του Rutherford προβλέπει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των 
συνηµίτονων κατεύθυνσης των σκεδαζοµένων σωµατίων α, όταν είναι γνωστή η αρχική κινητική κατάσταση της 
προσπίπτουσας δέσµης των σωµατίων α. Συµβολίζουµε ως, ( 1 2 3 ny , y , y , , yK ) τις «πραγµατικές» τιµές των 

φυσικών ποσοτήτων ενώ συµβολίζουµε ως ( 1 2 3 nx , x , x , , xK ) τα αποτελέσµατα των αντίστοιχων µετρήσεων.  
4 Προφανώς, στην περίπτωση ιδανικής µετρητικής συσκευής: R(x, y) (x y)= δ −

r r r r
 και τα διανύσµατα xr  και yr  

ταυτίζονται. 
 



Έχοντας διαθέσιµες µεγάλο πλήθος πειραµατικών µετρήσεων, µπορεί να προσδιορισθεί η 
συχνότητα εµφάνισης, Pi, των αποτελεσµάτων της µέτρησης, ix

r , των φυσικών ποσοτήτων. 
Στη συνέχεια η σύγκριση των πειραµατικών δεδοµένων (Pi, ix

r ) µε την πρόβλεψη της 
θεωρητικής υπόθεσης, όπως εκφράζεται µε την σχέση 4.81., καταλήγει σε έλεγχο της 
ορθότητας των θεωρητικών µοντέλων ή στον προσδιορισµό παραµέτρων της συνάρτησης 
g(y)r που αφορούν σε βασικές φυσικές σταθερές.  
 
Σε σύνθετες πειραµατικές διατάξεις, όπως στα πειράµατα Σωµατιδιακής Φυσικής, οι 
συναρτήσεις g(y), (y) R(x, y)ε και

r r r r προϋποθέτουν επιπλέον πολύπλοκες ολοκληρώσεις για τον 
προσδιορισµό τους, ώστε η µέθοδος της Monte Carlo ολοκλήρωσης αποτελεί σχεδόν µοναδικό 
εργαλείο υπολογισµού. 
Επιπλέον, κατά την ανάλυση πειραµατικών δεδοµένων είναι ιδιαίτερα χρήσιµο να υπάρχει η 
δυνατότητα «παραγωγής» διανυσµάτων xr , σύµφωνα µε την πειραµατική συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας. Η προσοµοίωση Monte Carlo έγκειται στην επιλογή διανυσµάτων 
σύµφωνα µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 4.8.1. Τα διανύσµατα xr  -  τα γεγονότα 
προσοµοίωσης – χρησιµοποιούνται στην συνέχεια για την µελέτη των χαρακτηριστικών της 
πειραµατικής διάταξης, ανάπτυξης τεχνικών ανάλυσης κ.τ.λ.. 
Στην συντριπτική πλειοψηφία των περιπτώσεων, η γεωµετρική αποδοχή-αποδοτικότητα και η 
διακριτική ικανότητα του ανιχνευτή αποτελούν αποτελέσµατα πολύπλοκων διαδικασιών που η 
µία διαδέχεται την άλλη.  Κατά την προσοµοίωση Monte Carlo, αυτές οι πολύπλοκες 
διαδικασίες αναλύονται σε διαδοχικά βήµατα. Σε κάθε βήµα, κάθε δυνατή έκβαση 
(αποτέλεσµα) επιλέγεται από ένα σύνολο πιθανών εκβάσεων σύµφωνα µε κάποια συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας, Q(x)r , που χαρακτηρίζει τις φυσικές διεργασίες σ’ αυτό το βήµα. 
 
Ένα παράδειγµα προσοµοίωσης Monte Carlo αποτελεί το Παράδειγµα 2.4.2 των διαδοχικών 
σκεδάσεων που υφίσταται µία σφαίρα κατά την κίνησή της πάνω σε οριζόντιο δάπεδο µε 
ανώµαλη επιφάνεια . Η κίνηση αναλύεται σε βήµατα, κατά τα οποία η σφαίρα κινείται 
ευθύγραµµα. Στην αρχή κάθε βήµατος η σφαίρα υφίσταται σκέδαση, λόγω της σύγκρουσης 
της µε κάποιο από τα εξογκώµατα του δαπέδου. Η εγκάρσια µετατόπιση, δk, στο τέλος του 
βήµατος k (πριν από την επόµενη σκέδαση) περιγράφεται από την συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας ρk(δk). Οι οκτώ πρώτες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας παρίστανται 
γραφικά στο Σχήµα 2.4.3. Κάθε σκέδαση αποτελεί ανεξάρτητο φαινόµενο, αλλά η συνολική 
απόκλιση µετά από Ν σκεδάσεις εξαρτάται από όλες τις σκεδάσεις που προηγήθηκαν. Στο 
Σχήµα 2.4.4 παρίστανται γραφικά τα αποτελέσµατα της σκέδασης πλήθους σφαιρών. Τα 
αποτελέσµατα αυτά προέρχονται από την Monte Carlo προσοµοίωση της κίνησης. 
Είναι προφανές ότι η προσοµοίωση συνίσταται στην επιλογή τιµών για τις τυχαίες µεταβλητές 
δk, σύµφωνα µε τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας ρk(δk). 
 
Στα επόµενα αυτής της υποενότητας θα µας απασχολήσουν µέθοδοι επιλογής τιµών για 
τυχαίες µεταβλητές σύµφωνα µε συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας που εκφράζουν την 
ιδιαίτερη δυναµική του υπό προσοµοίωση φαινοµένου. 
 
 
4.8.1 Μέθοδος απόρριψης 



Η µέθοδος αυτή είναι ανάλογη της µεθόδου επιτυχίας-απώλειας που παρουσιάστηκε στη 
υποενότητα 4.5.  
Στο Σχήµα 4.8.1 παρίσταται γραφικά η συνάρτηση f(x), σύµφωνα µε την οποία επιθυµούµε να 
επιλέξουµε τιµές για την τυχαία µεταβλητή, x, στο διάστηµα [a,b]. Η συνάρτηση f(x) δεν είναι 
κατ΄ ανάγκη κανονικοποιηµένη  στο διάστηµα επιλογής. 

 
 
Όπως ακριβώς και στην µέθοδο ολοκλήρωσης επιτυχίας-απώλειας επιλέγουµε Ν ζεύγη 
τυχαίων αριθµών (xi, zi)  ως: 

i

i

x R[a,b]
z R[0,λ]
=

=
  4.8.2 

Όπου maxfλ ≥ και maxf  είναι η µέγιστη τιµή της f(x) στο διάστηµα [a,b]. Συλλέγουµε ως τιµές 
της µεταβλητής x τους, n, τυχαίους αριθµούς  xi για τους οποίους ισχύει ότι: 
 i iz f (x )≤   4.8.3 
Σύµφωνα µε την σχέση 4.5.5 το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x) στο διάστηµα [a,b] 
προσεγγίζεται ως: 
b

a

nˆf (x) dx I (b a) λ
N

⋅ = ⋅ − ⋅∫ ;   4.8.4 

ενώ το ολοκλήρωµα της ιδίας συνάρτησης στο µικρότερο διάστηµα [c,d] προσεγγίζεται ως: 
d

c x d
c x d

c

nˆf (x) dx I (b a) λ
N
≤ ≤

≤ ≤⋅ = ⋅ − ⋅∫ ;     4.8.5 

Κατά τα γνωστά, η πιθανότητα επιλογής µίας τιµής της τυχαίας µεταβλητής x στο διάστηµα 
[c,d] ισούται µε: 
 

a b 

fmin 

fmax 
λ 

c d 
x 

f(x) 

Σχήµα 4.8.1 : Γραφική παράσταση της συνάρτησης, f(x), σύµφωνα µε την οποία 
επιθυµούµε να επιλέξουµε τιµές για την τυχαία µεταβλητή, x, στο διάστηµα [a,b]. 



d

c x d

c c x d
b

a

nf (x) dx (b a) λ nN
n n(b a) λf (x) dx N

≤ ≤

≤ ≤

⋅ ⋅ − ⋅
=

⋅ − ⋅⋅

∫

∫
;  4.8.6 

 
Η σχέση 4.8.6 υποδεικνύει ότι πράγµατι οι n επιλεγέντες αριθµοί xi, µε την απαίτηση 4.8.3, 
αποτελούν τιµές τυχαίας µεταβλητής µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 
 

b

a

f (x)P(x)
f (x) dx

=

⋅∫
  4.8.7 

Προκειµένου να εφαρµόσει κανείς την µέθοδο αποδοτικά (δηλαδή να επιτύχει την παραγωγή 
του µέγιστου πλήθους τιµών της τυχαίας µεταβλητής x µε συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας που εκφράζεται µε την 4.8.7, για ένα αριθµό Ν δοκιµών) θα πρέπει να 
χρησιµοποιήσει ως µέγιστο όριο, maxfλ = . Επισηµαίνεται ότι το κάτω όριο της περιοχής τιµών 
για τους τυχαίους αριθµούς zi  θα πρέπει να είναι το µηδέν. Ακόµα και στη περίπτωση όπου η 
συνάρτηση f(x) παραµένει µεγαλύτερη από κάποια τιµή fmin, σ’  όλο το διάστηµα [a,b], η 
επιλογή των τυχαίων αριθµών zi στο διάστηµα [fmin, λ] θα οδηγήσει σε λάθος αποτελέσµατα. 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι στη περίπτωση όπου η συνάρτηση f(x) παραµένει µεγαλύτερη από 
κάποια τιµή fmin, σ’  όλο το διάστηµα [a,b], η επιλογή των τυχαίων αριθµών zi στο διάστηµα 
[fmin, λ] οδηγεί σε λάθος αποτελέσµατα. 
Υπόδειξη: Χρησιµοποιήσετε την σχέση 4.5.5 για να ορίσετε την πιθανότητα κατ’  αναλογία 
της 4.8.6. Δείξετε ότι η πιθανότητα σ΄ αυτή την περίπτωση δεν προσεγγίζεται από τον λόγο 
c x dn
n
≤ ≤  

 
Το βασικό πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου έγκειται στην δυνατότητα άµεσης εφαρµογής της 
στην πλειοψηφία των προβληµάτων. Το βασικό της µειονέκτηµα έγκειται στην επιλογή του 
ορίου, λ, όταν η συνάρτηση f(x) δεν είναι γνωστή αναλυτικά. Στην περίπτωση αυτή, 
επιλέγεται η τιµή του λ αρκετά υψηλότερη από το µέγιστο της συνάρτησης, προκειµένου να 
διασφαλισθεί η ορθή επιλογή τιµών, µε αποτέλεσµα η µέθοδος απόρριψης να µην είναι 
ιδιαίτερα αποδοτική.  
 
 
4.8.2 Μέθοδος αντιστρόφου µετασχηµατισµού. 
Στην µέθοδο αυτή χρησιµοποιούµε την αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας (cumulative 

probability function), 
x

a

F(x) f (x)dx= ∫ , αντί της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας f(x).  

Εάν το διάστηµα τιµών της τυχαίας µεταβλητής x είναι το [a,b] τότε F(a)=0 και F(b)=1. 
Στο Σχήµα 4.8.2 παρουσιάζεται ως παράδειγµα η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

πυκνότητας πιθανότητας 21f (x) ( x 10 x 20)
14.67

= ⋅ − + ⋅ − , κανονικοποιηµένη στο διάστηµα 



[3,7] , και της αντίστοιχης αθροιστικής συνάρτησης πιθανότητας 
3 21 1F(x) (x 27) 5 (x 9) 20 (x 3)

14.67 3
⎡ ⎤= ⋅ − ⋅ − + ⋅ − − ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Σύµφωνα µε την µέθοδο µετασχηµατισµού, επιλέγονται οµοιόµορφα τιµές για την µεταβλητή 
u=F(x), από το διάστηµα τιµών [0,1]. 
iu R[0,1]=    4.8.8 
Ακολούθως, µε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό: 

1
i ix F (u )−=   4.8.9 
επιλέγονται τιµές για την τυχαία µεταβλητή x. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, g(x), 
της µεταβλητής x,  που παίρνει τιµές από τις 4.8.8 και 4.8.9, εκφράζεται µε την βοήθεια της 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, Q(u), της τυχαίας µεταβλητής u και της Jacobian, u
x
∂

∂
, 

ως: 

{
1

u F(x)g(x) Q(u) f (x)
x x
∂ ∂

= ⋅ = =
∂ ∂

   4.8.10 

Συνεπώς, η µέθοδος µετασχηµατισµού επιλέγει τιµές σύµφωνα µε την συνάρτησης f(x), όπως 
ακριβώς επιθυµούµε. 
Το βασικό µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου έγκειται σε υπολογιστικές δυσκολίες που αφορούν  
στην ολοκλήρωση για τον προσδιορισµό της αθροιστικής συνάρτησης πιθανότητας και στον 
αντίστροφο µετασχηµατισµό 4.8.9. Όταν αυτοί οι υπολογισµοί είναι εφικτοί, έστω και 
αριθµητικά, η µέθοδος αυτή είναι η πλέον αποδοτική στην παραγωγή τιµών για τυχαίες 
µεταβλητές. 
 
 
 

 x x 

f(x) F(x) 

Σχήµα 4.8.2: Γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας και 
της αντίστοιχης αθροιστικής συνάρτησης πιθανότητας. Η γραµµοσκιασµένες 
περιοχές υποδεικνύουν την περιοχή τιµών της µεταβλητής x. 



Παράδειγµα 4.8.1 :  
Συνήθως, στην ανάλυση πειραµατικών δεδοµένων, χρησιµοποιούµε τυχαίες µεταβλητές για τις 
οποίες δεν είναι γνωστή η αναλυτική µορφή της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. Επί 
παραδείγµατι, η διακριτική ικανότητα µίας µετρητικής συσκευής προσδιορίζεται πειραµατικά, 
υπό µορφή ιστογράµµατος. Στο Σχήµα 4.8.3α, παρίστανται υπό µορφή ιστογράµµατος η 
συχνότητα, f, της απόκλισης, δ, της µέτρησης ενός φυσικού µεγέθους από την πραγµατική 
τιµή. Έχει προκύψει από α) την επανάληψη (Ν φορές) της µέτρησης, της ίδιας, γνωστής, 
φυσικής ποσότητας , β) τον προσδιορισµό, κάθε φορά, της απόκλισης (δi, i=1,2,…,N) του 
αποτελέσµατος της µέτρησης από την πραγµατική τιµή και γ) τον προσδιορισµό του λόγου: 

k kl u
k

n
f

N
≤δ<= , όπου 

k kl un ≤δ< είναι το πλήθος των περιπτώσεων που η µέτρηση βρέθηκε να 

αποκλίνει εντός των ορίων του k ιστού του ιστογράµµατος ( l uk k≤ δ < ). 

 

 

Στο Σχήµα 4.8.3β, παρίσταται η αθροιστική πιθανότητα, 
k

k k i
i 1

F P( u ) f
=

= δ < =∑ , η απόκλιση 

της µέτρησης από την πραγµατική τιµή να είναι µικρότερη από uk (το πάνω όριο του ιστού k). 
Προφανώς, k0 F 1≤ ≤ . 
Στην συνέχεια θεωρούµε την τυχαία (συνεχή) µεταβλητή, y, µε σταθερή συχνότητα πυκνότητα 
πιθανότητας (=1) στο διάστηµα [0,1]. Προφανώς: 

k

k 1

F

k 1 k k k 1 k
F

P(F y F ) dy F F f
−

− −≤ < = = − =∫       4.8.11 

Συνεπώς, προκειµένου να επιλέξουµε τιµές για την τυχαία µεταβλητή δ σύµφωνα µε τον 
πειραµατικό προσδιορισµό της διακριτικής ικανότητας του οργάνου µέτρησης, που παριστά το 
Σχήµα 4.8.3β, εκτελούµε τα ακόλουθα βήµατα.: 
1. Επιλέγουµε την τυχαία µεταβλητή yi=R[0,1] 

 

fk Fk 

δ δ 

(α) (β) 

yi

k 

k    k-1 

Σχήµα 4.8.3: Γραφική παράσταση, υπό µορφή ιστογράµµατος, (α) της συχνότητας 
και (β) της αθροιστικής πιθανότητας η µέτρηση να αποκλίνει κατά δ από την 
πραγµατική τιµή του φυσικού µεγέθους. 



2. Προσδιορίζουµε τον δείκτη k ώστε k 1 i kF y F− ≤ <  , όπως παρίσταται γραφικά στο Σχήµα 
4.8.3β. 
3. Επιλέγουµε, εντός των ορίων του ιστού k, την τιµή της απόκλισης δ ώστε l uk k≤ δ < . Η 

επιλογή µπορεί να γίνει οµοιόµορφα µέσα στο διάστηµα [l , u )k k  ή (εάν το εύρος του ιστού 

(u l )k k−  είναι µικρό) αρκεί να επιλεγεί το µέσον του ιστού ή να επιλεγεί η µέση τιµή των 

αποκλίσεων των µετρήσεων που συλλέχθηκαν στον ιστό k. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση f(x), που παρίσταται γραφικά στο Σχήµα. Προτείνετε µία 
αποδοτική παραλλαγή της µεθόδου απόρριψης για την παραγωγής τιµών της τυχαίας 

µεταβλητής x στο διάστηµα [a,b], µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: b

a

f (x)P(x)
f (x) dx

=

⋅∫
 



 
Απάντηση: Χωρίζουµε την περιοχή [a,b] στις περιοχές [a,c] και [c,b] όπου η κλίµακα τιµών 
της f(x) είναι σαφώς διαφορετική. Έστω f1(=fmax) , f2 και κ1, κ2 οι τιµές µεγίστου και 
ελαχίστου της συνάρτησης στις περιοχές [a,c] και [c,b], αντίστοιχα. 
Υπολογίζουµε τα ακόλουθα ολοκληρώµατα: 
c

1
1 1 1 1

1a

nˆf (x) dx I (c a) (f κ ) κ (c a)
N

⋅ = ⋅ − ⋅ − + ⋅ −∫ ;  και  

b
2

2 2 2 2
2c

nˆf (x) dx I (b c) (f κ ) κ (b c)
N

⋅ = ⋅ − ⋅ − + ⋅ −∫ ;  

δηµιουργώντας Ν1 (Ν2) τυχαία ζεύγη τιµών σύµφωνα µε την σχέση 4.5.2 και επιλέγοντας n1 
(n2) τιµές για την µεταβλητή x, σύµφωνα µε την απαίτηση 4.5.4, στην περιοχή [a,c] ([c,b]). 

Στην συνέχεια υπολογίζουµε τον λόγο: 1

1 2

Î
ˆ ˆI I

ρ =
+

 

Ο αλγόριθµος επιλογής τιµών για την τυχαία µεταβλητή x, µε συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας b

a

f (x)P(x)
f (x) dx

=

⋅∫
, στο διάστηµα [a,b] έχει ως εξής. 

1. Επιλέγουµε τον τυχαίο αριθµό ir R[0,1]=  
2. Εάν ir ≤ ρ επιλέγουµε τιµή για την µεταβλητή  x στην περιοχή [a,c] µε την µέθοδο 
απόρριψης, θέτοντας λ=f1. 

3. Εάν ir > ρ επιλέγουµε τιµή για την µεταβλητή  x στην περιοχή [c,b] µε την µέθοδο 
απόρριψης, θέτοντας λ=f2. 

 
Άσκηση: Προτείνεται µέθοδο παραγωγής ακεραίων τιµών για την µεταβλητή n, η οποία 
ακολουθεί Poissonian  συνάρτηση πιθανότητας µε µέση τιµή µ=3. 

a b 

fmax 

c 
x 

f(x) 

f2 

f1 

κ1 

κ2 



Υπόδειξη: Εφαρµόσετε την µεθοδολογία που αναλύεται στο Παράδειγµα 4.8.1  
 
 
Άσκηση: Παράγετε τιµές για δύο ανεξάρτητες µεταβλητές x1 και x2, οµοιόµορφα 
κατανεµηµένες  στο διάστηµα [0,1]. 


