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Πληροφορία 
 
 
 



 
5.1 Ορισµοί. 
Η διεξαγωγή πειραµάτων και η συλλογή πειραµατικών δεδοµένων αποσκοπεί στην συλλογή 
πληροφορίας αναφορικά µε την ποσοτική περιγραφή φυσικών φαινοµένων. Σε ένα πείραµα 
κατά το οποίο µετρώνται συγχρόνως, η πίεση, η θερµοκρασία και ο όγκος ενός αερίου, τα 
πειραµατικά δεδοµένα θα χρησιµοποιηθούν για να ελεγχθεί ο ποσοτικός νόµος που 
περιγράφεται από την καταστατική εξίσωση των αερίων ή για να υπολογισθεί η τιµή των 
φυσικών σταθερών που υπεισέρχονται στην ποσοτική περιγραφή του φαινοµένου. Τα 
πειραµατικά δεδοµένα εµπεριέχουν την απαραίτητη πληροφορία για τον έλεγχο υποθέσεων 
(θεωρητικών προτύπων) ή/και για την εκτίµηση της τιµής φυσικών σταθερών. Συνεπώς, η 
αντίστοιχη πληροφορία θα πρέπει να εξαχθεί από την ανάλυση των πειραµατικών δεδοµένων. 
Πριν ορίσουµε αυστηρά την εξάρτηση της πληροφορίας από τις διαθέσιµες παρατηρήσεις 
(µετρήσεις) ας επιχειρήσουµε µία περιγραφή της πληροφορίας, καταγράφοντας τις ιδιότητες 
που θα θέλαµε να την χαρακτηρίζουν. 

• Η πληροφορία που εµπεριέχεται σε ένα σύνολο παρατηρήσεων πρέπει να αυξάνει µε το 
πλήθος  των παρατηρήσεων. 

• Δεδοµένα που είναι άσχετα προς την υπόθεση που εξετάζουµε δεν περιέχουν 
πληροφορία. 

• Η πληροφορία πρέπει να σχετίζεται  µε την ακρίβεια. Όσο περισσότερη  είναι η 
πληροφορία που συλλέγεται, τόσο µεγαλύτερη θα πρέπει να είναι και  η ακρίβεια του 
πειράµατος.  

 
Έστω 1 2 p x={x ,x , ,x } r K ένα σύνολο p τυχαίων µεταβλητών και η κοινή συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας  f( x;θ)  
rr ,  όπου οι συνιστώσες του διανύσµατος 1 2 3 kθ= {θ ,θ ,θ ,...¸θ } 

r
 

εκφράζει τις k παραµέτρους1 που απαιτούνται  για την συναρτησιακή έκφραση της πυκνότητας 
πιθανότητας. 
 
Παράδειγµα 5.1.1: 
Ας υποθέσουµε ότι � { }x = δr παριστά την απόκλιση του βέλους από το κέντρο του στόχου, σε 
έναν αγώνα τοξοβολίας(προφανώς σ’ αυτή την περίπτωση p=1). Έστω δε ακόµη ότι   η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την ποσότητα (τυχαία µεταβλητή)  δ είναι η κανονική 
συνάρτηση:  
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Σ’ αυτό το παράδειγµα οι παράµετροι θ1 και θ2 είναι η µέση τιµή και το σίγµα της συνάρτησης 
Gauss, αντίστοιχα. 
 
 

                                                
1 Για παράδειγµα, εάν η συνάρτηση κατανοµής f( x;θ)  

rr
ήταν κανονική συνάρτηση (Gauss),  το διάνυσµα 

1 2 3 kθ= {θ ,θ ,θ ,...¸θ } 
r

 περιέχει τις µέσες τιµές των τυχαίων µεταβλητών 1 2 p x ,x , ,xK  και τα στοιχεία του πίνακα 
συνδιασποράς τους. 



 
Παράδειγµα 5.1.2: 
Έστω ότι χαρακτηρίζουµε την πρόοδο κάθε µαθητή στις Φυσικές Επιστήµες µε την απόδοσή 
του στα µαθήµατα των µαθηµατικών (x1), της φυσικής (x2), της βιολογίας (x3) και της χηµείας 
(x4). Θα υποθέσουµε επιπλέον ότι οι αποδόσεις των µαθητών κατανέµονται σύµφωνα µε 
κανονική κατανοµή. 
Η κοινή συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας, σύµφωνα µε την 3.3.2, θα είναι: 
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Ας υποθέσουµε ότι σε ένα πείραµα (π.χ. σκέδαση Compton φωτονίου), µετρούµε συγχρόνως 
το σύνολο των p φυσικών ποσοτήτων (την γωνία, φc, µεταξύ των διευθύνσεων του 
προσπίπτοντος και σκεδαζοµένου φωτονίου και την ενέργεια, Ec, του σκεδαζοµένου φωτονίου: 
p=2), 1 2 p x ,x , ,xK . Επαναλαµβάνοντας το πείραµα Ν φορές (π.χ.  µετρώντας την γωνία 
σκέδασης και την ενέργεια του σκεδαζοµένου φωτονίου σε Ν σκεδάσεις Compton µε τις ίδιες 
αρχικές συνθήκες  και την ίδια πειραµατική συσκευή), συλλέγουµε τα ακόλουθα πειραµατικά 
δεδοµένα: 
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  5.1.1 

 
Επειδή οι παρατηρήσεις 1 2 3 Nx , x ,x , , xr r r rK , είναι αµοιβαία ανεξάρτητες, εύκολα 
κατασκευάζουµε την κοινή συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας2 των Ν παρατηρήσεων ως: 
 

                                                
2 Στην υποενότητα 4.1 συζητήσαµε τους λόγους για τους οποίους οι πειραµατικές µετρήσεις «συµπεριφέρονται» ως 
τυχαίες µεταβλητές, ακόµα και στην περίπτωση «ιδανικών» µετρητικών συσκευών. 
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Συνηθίζεται, η συνάρτησηL(x;θ)
rr  να καλείται συνάρτηση πιθανοφάνειας (Likelihood function) 

και θεωρείται µόνο ως συνάρτηση των παραµέτρων 1 2 3 kθ= {θ ,θ ,θ ,...¸θ } 
r

, διότι οι µεταβλητές  

ix
r  έχουν ήδη αποκτήσει συγκεκριµένες  τιµές (αυτές που καταγράφηκαν κατά την 
πειραµατική διαδικασία). Η πιθανοφάνεια, ως συνάρτηση µόνο των παραµέτρων, αντιστοιχεί 
στην πιθανότητα: οι πειραµατικές παρατηρήσεις, 1 2 3 Nx ,x ,x , ,xr r r rK , σε Ν επαναλήψεις του ιδίου 
πειράµατος, να περιγράφονται από την 5.1.2,  µε τιµές των παραµέτρων ίσες µε  
1 2 3 kθ ,θ ,θ ,...¸θ  . Συνεπώς, η πιθανοφάνεια εµπεριέχει πληροφορία αναφορικά µε τις τιµές των 
παραµέτρων. 
 
Εν τούτοις, για τις ανάγκες αυτής της ενότητας θα θεωρήσουµε την  πιθανοφάνεια ως 
συνάρτηση  των παραµέτρων θ

r
 και των τυχαίων µεταβλητών 1 2 3 Nx ,x ,x , ,xr r r rK . Με τον τρόπο 

αυτό η συνάρτηση 5.1.2 αποκτά ευρύτερο περιεχόµενο. Επί παραδείγµατι, θεωρήσετε ένα 
µεγάλο πλήθος πειραµατιστών που εκπονούν, εντελώς ανεξάρτητα, ακριβώς την ίδια 
πειραµατική διαδικασία συλλέγοντας Ν µετρήσεις ο κάθε ένας. Σ΄ αυτή την περίπτωση, η 
πιθανοφάνεια 5.1.2 εκφράζει την πιθανότητα: ένας πειραµατιστής να συλλέξει τις µετρήσεις 
1 2 3 Nx ,x ,x , ,xr r r rK  όταν οι τιµές των παραµέτρων είναι ίσες µε 1 2 3 kθ ,θ ,θ ,...¸θ  . 

 
 
5.2   Πληροφορία σύµφωνα µε τον R.A. Fisher 
Για απλούστευση, ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τυχαίων 
µεταβλητών 1 2 3 4x {x ,x ,x ,x }=

r  εξαρτάται από µόνο µία παράµετρο:� { }θ = θ
r

 και 

f (x; ) f (x; )θ = θ
rr r .  

Η ποσότητα πληροφορίας, σχετικά µε την παράµετρο θ, που περιέχεται σε µία παρατήρηση 
ορίζεται,  σύµφωνα µε τον  R.A. Fisher, µε την ακόλουθη έκφραση (εάν βέβαια υπάρχει): 
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  5.2.1 

όπου το 1 2 3 4x {x ,x ,x ,x }=
r αντιπροσωπεύει το σύνολο των πειραµατικών δεδοµένων που 

αντιστοιχεί σε µία παρατήρηση (µία εκτέλεση του πειράµατος) και µε το σύµβολο Ωθ 
δηλώνεται το σύνολο όλων των επιτρεπτών τιµών για τα αποτελέσµατα των µετρήσεων  
x1,x2,…,xp . Εν γένει το πεδίο τιµών των xi µπορεί να εξαρτάται από την τιµή της παραµέτρου 
θ. 
 
Παράδειγµα 5.2.1:  
Σ΄ ένα πείραµα, για τον πειραµατικό προσδιορισµό της µάζας του ουδέτερου πιονίου, π0, 
µελετάται η διάσπασή του σε δύο φωτόνια, π0→ γ+γ. Ουδέτερα πιόνια παράγονται κατά την 
πρόσπτωση φορτισµένων σωµατιδίων σε (πρακτικά) σηµειακό στόχο και διασπώνται, σχεδόν 
αµέσως, σε δύο φωτόνια.  



 Στη συνέχεια, τα θυγατρικά φωτόνια προσπίπτουν σε ειδική µετρητική διάταξη 
(ηλεκτροµαγνητικό θερµιδόµετρο) η οποία µετρά  αφ` ενός µεν την ενέργεια τους, Ε1 και Ε2 
αντίστοιχα, αφ΄ ετέρου την διεύθυνση κίνηση των φωτονίων και κατ’ επέκταση την γωνία, φ,  
µεταξύ των τροχιών τους (βλέπε Σχήµα 5.2.1). Η µάζα, m, του ουδετέρου πιονίου 
υπολογίζεται (σύµφωνα µε την ειδική σχετικότητα) ως:     
m = 2E1E2(1-cosφ) 5.2.2 
 
Η πειραµατική εκτίµηση της µάζας, προφανώς, πάσχει από στατιστικό σφάλµα, λόγω της  
περιορισµένης διακριτικής ικανότητας της πειραµατικής διάταξης στην µέτρηση των 
ενεργειών και των διευθύνσεων των φωτονίων.  
Ας υποθέσουµε ότι η πυκνότητα πιθανότητας της εκτιµούµενης τιµής της µάζας, m, 
εκφράζεται από κανονική συνάρτηση (σε αυτό συνηγορεί και το θεώρηµα του Κεντρικού 
Ορίου),  µε µέση τιµή ίση µε τη πραγµατική τιµή της µάζας του π0, mπ0 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
Σ΄ αυτή την περίπτωση, θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε γνωστή (από τα αποτελέσµατα άλλων 
πειραµάτων) την τιµή της πραγµατικής µάζας και να µελετήσουµε την διακριτική ικανότητα 
της πειραµατικής συσκευής αναφορικά µε την µέτρηση  µαζών3. 
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Παρατηρήσετε ότι το πεδίο τιµών της µέτρησης της µάζας, 0≤Ω≤∞, είναι ανεξάρτητο της 
παραµέτρου σ. 

                                                
3 Πράγµατι, επειδή η µάζα του ουδέτερου πιονίου είναι γνωστή µε µεγάλη ακρίβεια, η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται 
στην αξιολόγηση της διακριτικής ικανότητας των ηλεκτροµαγνητικών θερµιδιµέτρων, σε πειράµατα σωµατιδιακής 
φυσικής.  
Επισηµαίνεται, ότι το ουδέτερο πιόνιο, όπως όλα τα σωµάτια του µικρόκοσµου, δεν έχει αυστηρά καθορισµένη µάζα. Η 
κβαντοµηχανική προβλέπει την συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας για την µάζα 5.2.2, έστω και στην περίπτωση 
ιδανικών ανιχνευτικών διατάξεων. Επειδή όµως το φυσικό εύρος µαζών είναι κατά πολύ µικρότερο από τα ανιχνευτικά 
σφάλµατα, για κάθε πρακτική εφαρµογή, ταυτίζουµε την µέση τιµή µαζών του σωµατίου µε την «πραγµατική» τιµή της 
µάζας του. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.2.1. Σχηµατική παράσταση της  πειραµατικής µελέτης της 
δίασπασης π0→γγ 

Ε2 

Ε1 

φ 



Για µία µόνο παρατήρηση, η πιθανοφάνεια και η πληροφορία αναφορικά µε την διακριτική 
ικανότητα της διάταξης έχουν ως εξής: 
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Γενικά,  εάν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας εξαρτάται από k παραµέτρους, η 
πληροφορία ορίζεται ως εξής: 
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 5.2.5 

Στη γενική της µορφή, η έκφραση 5.2.5 για την πληροφορία αποτελεί ένα πίνακα k×k 
διαστάσεων, όπου τα διαγώνια στοιχεία ( iiI(θ)⎡ ⎤⎣ ⎦

r
 i=1,2,..,k) εµπεριέχουν την πληροφορία για 

κάθε µία από τις παραµέτρους, 1 2 3 kθ ,θ ,θ ,...¸θ  , ενώ τα µη διαγώνια στοιχεία εκφράζουν την 
πληροφορία για τον συσχετισµό µεταξύ των παραµέτρων.  
 
Επισηµαίνεται ότι, ο φαινοµενικά αυθαίρετος, ορισµός  της πληροφορίας ,5.2.5, προσφέρει 
δύο βασικά πλεονεκτήµατα: 

• Χαρακτηρίζεται από τις ιδιότητες που απαιτούνται από την πληροφορία. 
• Σχετίζεται στενά (όπως θα δούµε στα επόµενα ) µε την µέγιστη δυνατή ακρίβεια 
εκτίµησης της τιµής των παραµέτρων.  

 
 
 
 

5.3   Ιδιότητες της πληροφορίας. 
Η πληροφορία, όπως ορίσθηκε µε την σχέση 5.2.5,  αποκτά µεγαλύτερη ευχρηστία όταν 
ικανοποιούνται  οι ακόλουθες συνθήκες-απαιτήσεις: 

• Το πεδίο τιµών των τυχαίων µεταβλητών (µετρήσεων), Ωθ,  να είναι ανεξάρτητο των 
παραµέτρων, 1 2 3 kθ= {θ ,θ ,θ ,...¸θ } 

r
. 

• Η πιθανοφάνεια εκφράζεται από αρκετά «οµαλή» συνάρτηση, , ώστε να επιτρέπει την 
αµοιβαία µετάθεση των τελεστών:  ∂2/∂θ1∂θ2 και ∫dx  

 
 
Υποθέτοντας ότι οι παραπάνω συνθήκες ικανοποιούνται, µετά από απλές πράξεις, 
καταλήγουµε: 
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Συνεπώς: 
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Χρησιµοποιώντας την σχέση 5.3.2, η πληροφορία εκφράζεται ως: 
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Στα επόµενα θα δείξουµε την εξάρτηση της πληροφορίας από το πλήθος των παρατηρήσεων. 
Χρησιµοποιώντας την 5.1.2, η πληροφορία, για µία µόνο παρατήρηση, εκφράζεται ως: 

22
1

1 ij 1 1
i j i j

lnf(x ;θ)lnL(x;θ)I (θ) L(x;θ)dx f(x ;θ)dx
θ θ θ θΩ Ω

∂∂
= ⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫
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Όπου { }1 11 12 13 1px x ,x ,x , ,x=
r K  αναφέρεται στα αποτελέσµατα του µοναδικού πειράµατος και 

µε το υπόθεµα “1” στον συµβολισµό της πληροφορίας ( 1 ijI (θ)
r

) δηλώνεται ότι συλλέχθηκε από 
µία µία παρατήρηση . 
 
 
Κατ’ αναλογία, πληροφορία που µεταφέρουν Ν ανεξάρτητες παρατηρήσεις 

(
N

i
i 1

L(x;θ) f(x ;θ)
=

=∏
r rr r ) εκφράζεται ως: 
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 5.3.5 

όπου µε το υπόθεµα “N” στον συµβολισµό της πληροφορίας ( N ijI (θ)
r

) δηλώνεται ότι 

αναφέρεται σε Ν παρατηρήσεις. Ο όρος 
2

r
r r

i j

lnf(x ;θ) f(x ;θ)dx
θ θΩ

∂
⋅

∂ ∂∫
rr rr r  στην 5.3.5 εκφράζει την 

πληροφορία που µεταφέρει µία µόνο παρατήρηση (η υπ’ αριθµόν r) η οποία θα πρέπει να είναι 
ίση µε την πληροφορία που µεταφέρει κάθε άλλη παρατήρηση (= 1 ijI (θ)

r
). Συνεπώς, η 5.3.5 

καταλήγει στην σχέση: 
N

N ij 1 ij 1 ij
κ 1

I (θ) I (θ) I (θ)
=

= = Ν⋅∑
r r r

   5.3.6 

ότι δηλαδή: η πληροφορία που µεταφέρεται από Ν πανοµοιότυπες παρατηρήσεις (πειράµατα, 
µετρήσεις...), σχετικά µε την τιµή των παραµέτρων  1 2 3 kθ= {θ ,θ ,θ ,...¸θ } 

r
,είναι Ν φορές 

πολλαπλάσια της πληροφορίας που εµπεριέχεται σε µία µόνο παρατήρηση. 
 
 
Παράδειγµα 5.3.1: 
Έστω η τυχαία µεταβλητή x, οι τιµές της  οποίας κατανέµονται σύµφωνα µε κανονική 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 
21 (x µ)f (x; , ) exp , x R

2σ2πσ
⎡ ⎤−

µ σ = − ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Ας 

υποθέσουµε ότι η τυχαία µεταβλητή x αναφέρεται στο αποτέλεσµα της µέτρησης κάποιας 
φυσικής ποσότητας της οποίας η πραγµατική τιµή ταυτίζεται µε την µέση τιµή, µ, της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. 
Η άλλη παράµετρος, σ, εξαρτάται από την διακριτική ικανότητα του οργάνου. 
 
Το αποτέλεσµα κάθε µέτρησης εµπεριέχει πληροφορία αναφορικά µε την παράµετρο µ. Η 
πληροφορία από µία µοναδική παρατήρηση x είναι: 
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Η πληροφορία, όσον αφορά στην τιµή του µ, που περιέχεται σε  Ν παρατηρήσεις είναι:   
 



( )
2 22 N

i r
N 1 N2 2 2

i 1 r

N

2

(x µ) (x µ)1I µ Nlnσ 2π exp dx dx
µ 2σ 2σ2πσ

N
σ

∞ ∞

=−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −∂
= − − − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

∑ ∏∫ ∫K K
14 2 43  

όπως αναµένεται από την σχέση  5.3.6 
 
Στις επόµενες υποενότητες θα συζητήσουµε ένα σηµαντικό θεώρηµα (την ανισότητα των 
Cramer-Rao ) που δηλώνει ότι η τετραγωνική διασπορά µίας εκτίµησης  (που δεν πάσχει από 
στατιστική πόλωση - σφάλµα) της τιµής µίας παραµέτρου είναι µεγαλύτερη ή ίση προς το 
αντίστροφο της πληροφορίας. Συνεπώς, στην περίπτωση αυτού του παραδείγµατος, 

2

ˆV( ) σ
µ ≥

Ν
 

 
Υπενθυµίζεται ότι έχουµε αποδείξει ότι η τετραγωνική απόκλιση του µέσου όρου Ν τιµών της 
τυχαίας µεταβλητής x (<x>=Σxi/N),  ισούται µε V(x)/Ν. 
 
 
 
 
 
Παράδειγµα 5.3.2: 
Ας υποτεθεί ότι θέλουµε να ζυγίσουµε τέσσερα αντικείµενα µε µία ατελή ζυγαριά. Ας 
υποθέσουµε ακόµα ότι η ακρίβεια ζύγισης είναι ανεξάρτητη από το βάρος.  
 
• Η απλούστερη διαδικασία θα ήταν να ζυγίσουµε κάθε αντικείµενο χωριστά και να 
επαναλάβουµε τις µετρήσεις αρκετές φορές για να αυξήσουµε την ακρίβεια. Θυµηθείτε ότι 
ΙΝ(θ)=ΝΙ1(θ) 
• Ένας άλλος τρόπος είναι να ζυγίζουµε  συνδυασµoύς αντικειµένων  
 

∑
=

=
4

1j
jiji yax   5.3.7 

 
 
όπου yj, είναι τo βάρoς του j αντικειµένου (j=1,2,3,4), και xi είναι τα βάρη των γραµµικών 
συνδυασµών. Στην περίπτωση αυτή, το αποτέλεσµα της ζύγισης αναφέρεται στο βάρος που θα 
πρέπει να τοποθετηθεί στο δεξιό σκέλος της ζυγαριάς για να ισορροπήσει. Οι συντελεστές aij  
µπορούν να παίρνουν τις ακόλουθες τιµές: 
aij =  1   όταν το αντικείµενο j βρίσκεται στην αριστερή πλευρά της     
              ζυγαριάς όταν ζυγίζουµε τον συνδυασµό i. 
        0   όταν είναι το j αντικείµενο είναι εκτός του συνδυασµού i 
       -1   όταν το αντικείµενο j βρίσκεται στην δεξιά πλευρά της    ζυγαριάς       
             όταν ζυγίζουµε τον συνδυασµό i. 
 
Προφανώς εάν επιλέξουµε aij=δij  τότε xi=yi  και οι συνδυασµοί εκφυλίζονται σε ζυγίσεις καθ’ 
ενός από τα αντικείµενα. 
 
Έστω xm

i είναι το αποτέλεσµα µίας ζύγισης του συνδυασµού i.  



Προφανώς το xm
i είναι τυχαία µεταβλητή και θα υποθέσουµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας του αποτελέσµατος της ζύγισης εκφράζεται  από την ακόλουθη κανονική 
συνάρτηση:  
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1σ),y,y,y,y|f(x  5.3.8 

όπου η παράµετρος σ εξαρτάται από την µετρητική συσκευή και σύµφωνα µε τις αρχικές 
υποθέσεις  είναι ανεξάρτητη από το βάρος των αντικειµένων που ζυγίζονται. 
Εάν εκτελέσουµε τέσσερις ανεξάρτητες ζυγίσεις, τεσσάρων ανεξάρτητων γραµµικών 
συνδυασµών, η πιθανοφάνεια (likelihood) των µετρήσεων θα είναι  
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m
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 Επειδή  το πεδίο δυνατών τιµών των µετρήσεων, Ω, δεν εξαρτάται από τις παραµέτρους και 
επιπλέον  ∂2/∂y1∂y2  µετατίθεται µε το ∫dxm η πληροφορία σχετικά µε τα βάρη των 
αντικειµένων εκφράζεται ως: 

2 m m m m
2 m m m m m m m m1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 λk 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
λ k

lnL(x ,x ,x ,x ;y ,y ,y ,y ,σ)I(y ,y ,y ,y ,σ ) L(x ,x ,x ,x ;y ,y ,y ,y ,σ)dx dx dx dx
y y

∂
= ⋅

∂ ∂∫  
 
Μετά από απλές πράξεις η πληροφορία εκφράζεται ως: 

2 T
1 2 3 4 2

1I(y ,y ,y ,y ,σ ) a a
σ

=% %%  5.3.10 

όπου οι πίνακες 2
1 2 3 4I(y ,y ,y ,y ,σ )%  και a%έχουν στοιχεία τις ποσότητες 2

1 2 3 4 ijI(y ,y ,y ,y ,σ )  και aij 

αντίστοιχα. 
 
Εάν επιλέξουµε την πρώτη µέθοδο ζύγισης , τότε: 
  Ι(y1,y2,y3,y4,σ2)ij=δij/σ2  5.3.11 
 
Αλλά εάν επιλέξουµε την δεύτερη µέθοδο µπορούµε να αναζητήσουµε συνδυασµούς που να 
µεγιστοποιούν το γινόµενο αΤα, της έκφραση 5.3.10  
Όπως είναι εύκολο να αποδειχθεί ο πίνακας συνδυασµών: 
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%   5.3.12 



αντιστοιχεί σε πληροφορία,  αναφορικά µε τα αληθή βάρη, ίση µε 4δij/σ2, δηλαδή τέσσαρις 
φορές περισσότερη από αυτήν που εµπεριέχεται στα αποτελέσµατα της πρώτης (5.3.11) 
ζύγισης. 
 
 
 
5.4   H Στατιστική συνάρτηση (Statistic) - Υπό συνθήκη συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας 
 
Έστω 1 2 3 Nx , x , x , xK  είναι ένα σύνολο N τυχαίων µεταβλητών και ότι y είναι µία άλλη 
τυχαία µεταβλητή ορισµένη σαν συνάρτηση των µεταβλητών xi (i=1,2,3,…N):  

1 2 3 NT (x , x , x , x )=ψ K  5.4.1. 
 Κάθε τέτοια συνάρτηση Τ λέγεται στατιστική συνάρτηση4. 
 
Έστω 1 2 3 Nf (x , x , x , x )K είναι η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των Ν τυχαίων 
µεταβλητών. Επί πλέον, έστω 1 2 3 NT (x , x , x , x )= φ K  είναι µία στατιστική συνάρτηση των Ν 
µεταβλητών. Η κανονικοποιηµένη συνάρτηση  

1 2

1 2 3 N
1 2 3 N

1 2 3 N 1 2 N

f(x ,x ,x ,...,x )g(x ,x ,x ,...,x |T)
R

όπου R f(x ,x ,x ,...,x )dx dx dx
ΝΩ Ω Ω

Τ=σταθερα

=

= ∫ ∫ ∫L L
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  5.4.2 

µε πεδίο ορισµό τέτοιο ώστε η στατιστική συνάρτηση  1 2 3 NT (x , x , x , x )= φ K να ισούται µε 
σταθερή τιµή, εκφράζει την υπό συνθήκη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των  
1 2 3 Nx ,x ,x , ..., x  δοθείσης της τιµής του Τ.  
Προφανώς πρόκειται γιά µία γενίκευση της υπό συνθήκη πιθανότητας.  
 
 
Παράδειγµα 5.4.1: 
Έστω Ν τυχαίες µεταβλητές, 1 2 3 Nx , x , x , xK . Κάθε µία από αυτές τις µεταβλητές παίρνει 
τιµές σύµφωνα  µε την  κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας : 

( )2i
i 2

x µ1f(x ;µ,σ) exp i 1,2 N
2σ2πσ

⎡ ⎤−
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L  5.4.3 

Ας θεωρήσουµε την στατιστική συνάρτηση: 
N

i
i

x
x

N
< >=

∑
  5.4.4 

Προφανώς πρόκειται για τον µέσο όρο των τυχαίων µεταβλητών, 1 2 3 Nx , x , x , xK . Ο µέσος 
όρος,  <x>,  είναι  τυχαία µεταβλητή. Αναζητούµε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
του <x>, δοθέντων των παραµέτρων µ και σ. 
 

                                                
4 Ο κλάδος της επιστήµης που είναι γνωστός σαν "Στατιστική ανάλυση" ή "Statistics" 
ονοµάσθηκε έτσι επειδή ασχολείται µε την µελέτη των στατιστικών συναρτήσεων (statistics). 
 



 
 
Ας υποθέσουµε ότι διαλέγουµε τιµές για κάθε µία από τις τυχαίες µεταβλητές, σύµφωνα µε 
την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 5.4.3, και υπολογίζουµε τον µέσο όρο τους. 
Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία επιλογής τιµών   k συνολικά φορές και κάθε φορά 
υπολογίζουµε τον µέσο όρο των  επιλεγµένων τιµών των τυχαίων µεταβλητών. 
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  5.4.5 

 
H συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας επιλογής των τιµών � j j j j

1 2 3 Nx ,x ,x ,...,x  εκφράζεται από 
την πιθανοφάνεια: 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, επιλογής των τιµών � j j j j

1 2 3 Nx ,x ,x ,...,x  , ώστε ο µέσος 
όρος,  jx< > , να ισούται µε c, εκφράζεται ως: 
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 5.4.7 

Ο αριθµητής του δεξιού µέρους της σχέσης 5.4.7, 1 2 3 N 1 2 N

x c

L(x ,x ,x ,...,x ;µ,σ)dx dx dx

< > =

∫ ∫K K
1 2 3

 

εκφράζεται µε την βοήθεια της 5.4.6 ως εξής: 
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Κατ’ ακολουθία, ο παρανοµαστής, ο παράγοντας κανονικοποίησης R,  θα είναι: 
 

σ
N
2π]dcµ)(c

2σ
Nexp[R 2
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Συνεπώς, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, επιλογής  τιµών για τις Ν τυχαίες 
µεταβλητές (που χαρακτηρίζονται από κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας , µε 
την ίδια µέση τιµή και σίγµα)  υπό την συνθήκη:  ο µέσος όρος τους να ισούται µε  c, 
εκφράζεται, πολύ απλά, ως:  
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Γενικεύοντας το παραπάνω συµπέρασµα καταλήγουµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας του µέσου όρου των τιµών Ν τυχαίων µεταβλητών µε κανονική συνάρτηση 
πιθανότητας, δοθέντος του µ και σ,   είναι η ακόλουθη κανονική συνάρτηση: 

2
2

1 Ng( x ;µ,σ)= exp ( x µ)
2σ2π / N σ

⎡ ⎤< > − < > −⎢ ⎥⎣ ⎦
  5.4.8 

 
 

 
 
Ερώτηση: Γιατί δεν αρκούσε το Θεώρηµα του Κεντρικού Ορίου για την απόδειξη της 5.4.8 ; 
Υπόδειξη: Ποίες είναι οι προϋποθέσεις εφαρµογής του Θεωρήµατος του Κεντρικού Ορίου; 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι ο µέσος όρος Ν τιµών της τυχαίας µεταβλητής x, µε κανονική 
συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας, είναι τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας που δίνεται από την 5.4.8. 
Υπόδειξη: Οι περιπτώσεις: α) µίας µέτρησης ενός φυσικού µεγέθους που επαναλαµβάνεται 
υπό τις ίδιες συνθήκες Ν φορές στο ίδιο πείραµα και β) Ν διαφορετικών πειραµατιστών που 
εκτελούν µία µέτρηση της ίδιας φυσικής ποσότητας µε πανοµοιότυπες µετρητικές συσκευές 
και υπό τις ίδιες συνθήκες, είναι απόλυτα ταυτόσηµες.  
 
 
 
 
 
 
 
 



5.5  Επάρκεια (Sufficiency) 
Έστω { }1 2 3 ky y , y , y , y= K  είναι τυχαίες µεταβλητές µε κοινή συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας µε κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, 1 2 3 kf (y; ) f (y , y , y , y ; )θ = θK  και 
έστω η στατιστική συνάρτηση 1 2 3 kT(y , y , y , y )K . Εάν η υπό συνθήκη συνάρτηση 
πυκνότητας 1 2 3 kq(y , y , y , y | T)K  δεν εξαρτάται από τις παραµέτρους θ , τότε η στατιστική 
συνάρτηση Τ είναι επαρκής (sufficient) όσον αφορά την παράµετρο θ. Εν άλλοις λόγοις, η 
στατιστική συνάρτηση 1 2 3 kT(y , y , y , y )K  εµπεριέχει όλη την πληροφορία αναφορικά µε την 
παράµετρο θ . 
Ο ορισµός ισχύει και στην περίπτωση πολυπαραµετρικών προβληµάτων ( ,θ→ θ Τ→Τ) 
 
Ενδιαφερόµαστε ιδιαίτερα για περιπτώσεις όπου οι τυχαίες µεταβλητές αντιστοιχούν 
παρατηρήσεις (µετρήσεις). Έστω λοιπόν οι Ν ανεξάρτητες παρατηρήσεις, 

{ }1 2 3 Nx x ,x ,x , x= K µε κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που εκφράζεται από  την 
συνάρτηση πιθανοφάνειας L(x; )θ . Ποια θα είναι η συνθήκη που θα εξασφαλίζει ότι η 
στατιστική συνάρτηση 1 2 3 Nt(x , x , x , x )K  είναι επαρκής όσον αφορά στην παράµετρο θ; 
 
Παράδειγµα 5.5.1 
Έστω � 1 2 3 Nx , x , x , xK  είναι Ν τιµές της τυχαίας µεταβλητής, x,  της οποίας η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας είναι  η κανονική συνάρτηση ( )2
2

x µ1f(x;µ,σ) exp
2σ2πσ

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Επί παραδείγµατι, έστω ότι 1 2 3 Nx , x , x , xK  είναι τα αποτελέσµατα Ν επαναλήψεων της ιδίας 
µέτρησης. Ας υποτεθεί ακόµα ότι η τιµή της παραµέτρου σ είναι γνωστή, ώστε να  θεωρούµε 
το σ ως σταθερά και όχι ως παράµετρο. Σ` αυτή την περίπτωση η πιθανοφάνεια είναι  
συνάρτηση µόνο της τυχαίας µεταβλητής x και της παραµέτρου, µ, που εκφράζει τη µέση 
τιµή. 
  
Προφανώς το σύνολο των Ν παρατηρήσεων, αυτό καθ’ εαυτό, περιλαµβάνει την µέγιστη 
διαθέσιµη πληροφορία αναφορικά µε το µ. Υπάρχει όµως, µία και µόνο στατιστική 
συνάρτηση, η οποία περιέχει όλη την διαθέσιµη πληροφορία σχετικά µε την µέση τιµή. Αυτή 
η στατιστική συνάρτηση είναι ο µέσος όρος: 

∑
=

>=<
N

1i
ixN

1x   5.5.1 

 
 
Στην υποενότητα 5.4 δείξαµε ότι  πιθανοφάνεια ενός συνόλου Ν τυχαίων µεταβλητών5, µε 
την ίδια κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 5.4.3, εκφράζεται ως:  

N N
2 2

1 2 3 N i2 2
i 1

1 N 1L(x ,x , x , x ;µ) exp ( x µ) exp (x x )
2σ 2σ2πσ =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − < > − − − < >⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑K

 5.5.2 
και ότι η έκφραση   

                                                
5 Ή αντίστοιχα, η πιθανοφάνεια Ν τιµών της ίδιας τυχαίας µεταβλητής, µε κανονική συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας. 



1/2
2

2 2

N Ng( x ;µ) exp ( x µ)
2π 2σ
⎛ ⎞ ⎡ ⎤< > = − ⋅ < > −⎜ ⎟ ⎢ ⎥σ ⎣ ⎦⎝ ⎠

  5.5.3 

είναι η πυκνότητα πιθανότητας του  µέσου όρου <x> δοθέντος6 του µ. 
  
Χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις 5.5.2 και 4.5.2, η πιθανοφάνεια µπορεί να γραφεί ως το 
γινόµενο της υπό συνθήκης πιθανότητας, g( x |µ)< > , και κάποιας άλλης συνάρτησης που 
δεν εξαρτάται από την παράµετρο µ.  

1 2 3 NL(x ,x ,x , x ;µ) g( x |µ) h(x)= < > ⋅K  5.5.4 
 
Η σχέση 5.5.4 εκφράζει την αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε µία στατιστική συνάρτηση να 
περιέχει όλη την διαθέσιµη πληροφορία αναφορικά µε την παράµετρο µ. Στην περίπτωση 
αυτή, η στατιστική συνάρτηση χαρακτηρίζεται ως επαρκής 

 
Μία ικανή και αναγκαία συνθήκη7, για την στατιστική συνάρτηση 1 2 3 Nt(x , x , x , x )K  να 
είναι επαρκής όσον αφορά την παράµετρο θ, είναι ότι η πιθανοφάνεια µπορεί να 
παραγοντοποιηθεί  ώς: 

                                                
6  Υπενθυµίζεται ότι το σ είναι γνωστό. 
7 Η (µη πλήρης) απόδειξη έχει ως εξής: Από τις Ν διαθέσιµες παρατηρήσεις (x ,x ,x , x )1 2 3 NK  
µπορεί κανείς να κατασκευάσει ( µε άπειρους τρόπους) m 1 N 1− ≤ −  αµοιβαία ανεξάρτητες 
στατιστικές συναρτήσεις : 
t t (x , x , , x ), t t (x , x , , x ), t x , , t x1 1 1 2 N m 1 m 1 1 2 N m m N 1 N 1= = = =− − − −K K K K  
και ανεξάρτητες µε την στατιστική  συνάρτηση 1 2 Nt t(x , x , , x )= K , για την οποία η 
συνάρτηση πιθανοφάνειας παραγοντοποιείται όπως στην σχέση 5.5.5 
Στη συνέχεια, η πιθανοφάνεια εκφράζεται ως συνάρτηση των µεταβλητών t ,t ,t , ,t1 2 N 1−K  µε τη 
βοήθεια τoυ µετασχηµατισµού: 
 t,t , ,t1 N 1L(x;θ)dx dx dx g(t|θ) h(x) J dtdt dt dt1 2 N 1 2 N-1x ,x , ,x1 2 N

⎛ ⎞−⎜ ⎟= ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K
L L

K
 (όπου  J δηλώνει την Jacobian) 

Ολοκληρώνοντας αµφότερα τα µέλη ως προς m m 1 N 1t , t , t+ −K  καταλήγουµε ότι: 

L(x;θ)dx dx dx dx (t,t , , t ; )dtdt dt1 m-1 1 m 1 1 m-1m N-1

t,t , ,t1 N 1g(t;θ) h(x) J dt dt dtdt dtm N-1 1 m-1x ,x , ,x1 2 N

g(t;θ) R (t , , t | t )dtdt dt1 m 1 1 m-1

⎡ ⎤
⎢ ⎥ = Φ θ∫ −⎢ ⎥
⎣Ω ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟= ⋅ ⋅∫ ⎜ ⎟⎢ ⎥Ω ⎝ ⎠⎣ ⎦

= ⋅ −

L L K L

K
L L
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όπου η συνάρτηση ( t,t , ,t ; )1 m 1Φ θ−K  είναι η προβολή της πιθανοφάνειας πάνω στα 1 m 1t,t , , t −K  και 
υποθέσαµε ότι τα όρια ολοκλήρωσης είναι ανεξάρτητα της παραµέτρου θ. Αποδεικνύεται 
όµως (βλέπε M.G. Kendal and A. Stuart, “The Advanced Theory of Statistics” ) ότι ακόµα 
και εάν τα όρια ολοκλήρωσης εξαρτώνται από την παράµετρο θ, το ολοκλήρωµα 

t,t , ,t1 N 1h(x) J dt dtm N-1x ,x , ,x1 2 N

⎛ ⎞−⎜ ⎟⋅∫ ⎜ ⎟
Ω ⎝ ⎠

K
L

K
 είναι ανεξάρτητο της παραµέτρου. Επειδή για κάθε µία επιλογή 

στατιστικών συναρτήσεων, t t (x , x , , x ), t t (x , x , , x ), t x , , t x1 1 1 2 N m 1 m 1 1 2 N m m N 1 N 1= = = =− − − −K K K K  και για 

κάθε m 1 N 1− ≤ − , το ολοκλήρωµα t,t , ,t1 N 1h(x) J dt dtm N-1x ,x , ,x1 2 N

⎛ ⎞−⎜ ⎟⋅∫ ⎜ ⎟
Ω ⎝ ⎠

K
L

K
θα είναι ανεξάρτητο της παραµέτρου 

θ, 



L(x;θ) g(t|θ) h(x)= ⋅   5.5.5 
όπου α) η συνάρτηση h(x)δεν εξαρτάται από την παράµετρο,  θ, και β) η συνάρτηση 
g(t|θ) A(t|θ)α , όπου A(t|θ)  είναι υπό συνθήκη πυκνότητα πιθανότητας για την 
στατιστική συνάρτηση t, δοθέντος του θ 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι, εάν τα πεδία τιµών για τα 1 2 3 Nx , x , x , xK  είναι ανεξάρτητα της 
παραµέτρου, θ, τότε η συνθήκη β) είναι συνέπεια της συνθήκες α). 
Υπόδειξη: A(t | ) L(x; )dx g(t | ) h(x)dx

Ω Ω

θ = θ = θ ⋅∫ ∫  

 
 
 
Γιά ένα σύνολο Ν παρατηρήσεων, όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας εξαρτάται 
από k (k ≤ N) παραµέτρους { }1 2 k, ,θ = θ θ θK , µπορούν να ευρεθούν S (S≤ N) επαρκείς 
στατιστικές συναρτήσεις, όπου το S µπορεί να είναι µεγαλύτερο, ίσο ή µικρότερο του 
πλήθους των παραµέτρων k. 
 
Το σύνολο των επαρκών στατιστικών συναρτήσεων µε το µικρότερο πλήθος, S, λέγεται 
ότι είναι ελάχιστο επαρκές (minimal sufficient). Προφανώς, µε το ελάχιστο επαρκές 
σύνολο στατιστικών συναρτήσεων επιτυγχάνουµε την µέγιστη συµπύκνωση πληροφορίας, 
αφού όλη η διαθέσιµη πληροφορία για τις παραµέτρους εµπεριέχεται στο µικρότερο πλήθος 
στατιστικών συναρτήσεων. 
 
Επισηµαίνεται, ότι στις περισσότερες των περιπτώσεων το πλήθος των επαρκών στατιστικών 
συναρτήσεων εξαρτάται από το πλήθος, Ν, των παρατηρήσεων. Το απλούστερο παράδειγµα 
αναφέρεται στην περίπτωση όπου οι επαρκείς συναρτήσεις, ti, µπορούν να ορισθούν µόνο 
ως: i it x= , όπου ix , i 1,2,3, N= K , είναι οι πειραµατικές παρατηρήσεις. 
Μόνο µία πολύ περιορισµένη τάξη συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας µπορεί να δεχθεί 
έναν αριθµό, S, από επαρκείς στατιστικές συναρτήσεις ανεξάρτητα από τον αριθµό των 
παρατηρήσεων (το S ανεξάρτητο του Ν). Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας που 
επιδέχονται ένα τέτοιο σύνολο επαρκών στατιστικών συναρτήσεων, ορίζονται µέσω του 
θεωρήµατος του Darmοis. 
 
5.6 Το θεώρηµα του Darmois  (χωρίς απόδειξη) 
To θεώρηµα, για µία µόνο παράµετρο (k=1) εκφράζεται ως εξής: 
Για οποιοδήποτε Ωθ, εάν υπάρχει ένα σύνολο τιµών της τυχαίας µεταβλητής x, { x1, x2, x3, 
…, xN } µε Ν>1,  ώστε να υπάρχει  µία επαρκής στατιστική συνάρτηση για την παράµετρο θ, 
τότε η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του x, f(x;θ), έχει την ακόλουθη εκθετική 
συναρτησιακή µορφή: 

[ ]f (x; ) exp (x) a( ) (x) c( )θ = α ⋅ θ +β + θ         5.6.1 
  

                                                                                                                                       
η συνάρτηση R(t , ,t |t )1 m 1−K δεν µεταφέρει καµία πληροφορία αναφορικά µε την παράµετρο. 
Συνεπώς, οι στατιστικές t , ,t1 m 1−K  που επιλέγονται κάθε φορά, δεν συνεισφέρουν ουδόλως σε 
πληροφορία για το θ, αλλά όλη η πληροφορία εµπεριέχεται στην στατιστική συνάρτηση t, η 
οποία είναι επαρκής αναφορικά µε την παράµετρο θ. 
 



Aντίστροφα, οι Ν τιµές της τυχαίας µεταβλητής x, {x1, x2, x3, …, xN}, επιδέχονται µία 
επαρκή στατιστική συνάρτηση της παραµέτρου θ, για όλα τα Ν>1 (αλλά µόνο εάν το Ωθ δεν 
εξαρτάται από το θ) εάν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f(x;θ), έχει εκθετική την 
µορφή 5.6.1. Επιπλέον απαιτείται η απεικόνιση:  

{ } { }
N

1 2 3 N 1 2 3 N i
i 1

x , x , x , x x , x , x , x : R (x )
=

→ = α∑K K  

 να είναι ένα προς ένα και συνεχώς διαφορίσιµη για όλα τα xi.  
Η στατιστική συνάρτηση R είναι επαρκής για το θ, και το ίδιο συµβαίνει για οποιαδήποτε 
άλλη µονοτονική συνάρτηση του R. 
 
Παράδειγµα  5.5.2 
Σαν παράδειγµα η κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

 ( )2
2

x µ1f(x;µ,σ) exp
2σ2πσ

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  είναι εκθετικής µορφής µε Ωθ ≡[- ∞,∞] ανεξάρτητο από 

τα µ και σ. 

Επιπλέον      
2 2

2 2 2

xf (x; , ) exp(x ln 2 )
2 2

µ µ ⎡ ⎤µ σ = ⋅ − − − σ⋅ ⋅π⎣ ⎦σ ⋅σ ⋅σ
      5.6.2 

Εάν υποθέσουµε ότι σ2 είναι γνωστό και µ άγνωστο, συγκρίνοντας µε την  5.6.1 θα έχουµε   
 

2 2

2 2 2

N N
i

i2 2 2
i 1 i 1

x µ xa µ α c β ln σ 2π
σ 2σ 2σ

x N 1 NR x x
σ σ N σ= =

⎡ ⎤= = = − = − − ⎣ ⎦

⎡ ⎤
= = ⋅ = < >⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑

 

Προφανώς, ο µέσος όρος, (<x>) είναι µονοτονική συνάρτηση του R 
 
 
Ερώτηση: Tι συµβαίνει όταν το µ είναι γνωστό και το σ2 άγνωστο; 
Υπόδειξη: Από την σχέση 5.6.2, συνάγεται ότι: 

2

2 2

N
i

i
i 1

1 x µa α x c ln σ 2π β 0
σ 2 2σ

xR x
2=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⋅ µ − = − − =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⋅ µ −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

 

Στην συνέχεια δείξετε  ότι [ ]
N

2 2
i

i 1
N Α= x 2 R N

=

⋅ µ − = ⋅ − ⋅µ∑  και συνεπώς Α είναι µονοτονική 

συνάρτηση του R. 
 
 
Στην περίπτωση όπου k >1 ( 1 2 k{ , , }θ = θ θ θK ) υπάρχουν S επαρκείς στατιστικές 
συναρτήσεις για τις παραµέτρους θ  ,  η γενίκευση της εκθετικής µορφής, 5.6.1, για την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας γράφεται ως εξής:  
 
 
 
 

S

j j
j 1

f(x|θ) exp α (x) a (θ) β(x) c(θ)
=

⎡ ⎤
= ⋅ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  



και οι S  επαρκείς συναρτήσεις είναι οι: 
N

j j i
i 1

R α (x ) ( j 1,2,...,S)
=

= =∑  

 
 

Παράδειγµα 5.5.3: 
Στην περίπτωση, κανονικής συνάρτησης πιθανότητας όπου αµφότεροι οι παράµετροι, µ και 
σ2 , είναι άγνωστοι: 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πρόβληµα: Έστω Ν πειραµατικές παρατηρήσεις { }1 2 3 Nx ,x ,x , xK  µε συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας f (x; )θ  και έστω η στατιστική συνάρτηση, ( )1 2 3 Nx ,x ,x , xΤ =Τ K . 
Δείξετε ότι η πληροφορία ( ( )ΤΙ θ ) που εµπεριέχεται στην στατιστική συνάρτηση Τ, 
αναφορικά µε την παράµετρο θ, είναι µικρότερη ή ίση από την αντίστοιχη πληροφορία 
( { }1 2 3 Nx ,x ,x , x ( )Ι θK ) που εµπεριέχεται στο σύνολο των πειραµατικών δεδοµένων.  Στην συνέχεια 

δείξετε ότι η ισότητα ισχύει όταν ισχύουν οι προυποθέσεις που εκφράζονται µε την σχέση 
5.5.5. (Υποθέσετε ότι το πεδίο τιµών της µεταβλητής x δεν εξαρτάται από την παράµετρο θ.) 

Απάντηση:  Η πιθανοφάνεια  
N

i
i 1

L(x; ) f (x ; )
=

θ = θ∏  ( { }1 2 3 Nx x ,x ,x , x= K ) πάντοτε µπορεί 

να παραγοντοποιηθεί ως: L(x; ) g(T | ) H(x; )θ = θ ⋅ θ , όπου g(T | )θ  είναι η υπό συνθήκη 
συνάρτηση πιθανότητας της στατιστικής συνάρτησης, Τ, και η συνάρτηση H(x; )θ  εξαρτάται 
και από την παράµετρο θ.  
Χρησιµοποιώντας την σχέση 5.3.3 γράφουµε για την συνολική πληροφορία { }1 2 3 Nx ,x ,x , x ( )Ι θK : 

2 2

2 2 2

1 12

2 2

2 22 2

N N

1 1 i i
i 1 i 1

2N N
i

2 2 i
i 1 i 1

µ x µf(x;µ,σ) exp x ln 2πσ
σ 2σ 2σ

µa α x β 0
σ
1 x µa α c ln 2πσ
σ 2 2σ

R α (x ) x

xR α (x )
2

= =

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤= − − −⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

= = =

⎡ ⎤= = − = − − ⎣ ⎦

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

 



{ }1 2 3 N

2

x ,x ,x , x 2

2

2

( ) ln L(x; )

ln g(T | )

⎡ ⎤∂
Ι θ = Ε θ⎢ ⎥∂θ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= Ε θ +⎢ ⎥∂θ⎣ ⎦

K

 

 
Πρόβληµα: Αποδείξτε ότι, για τις τυχαίες µεταβλητές x={x1, x2, x3, …, xN} µε  συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας Gauss µε γνωστή µέση τιµή, µ, και άγνωστη τετραγωνική 
διασπορά, σ2,  η στατιστική συνάρτηση  
 

 
είναι επαρκής όσον αφορά στο σ2. Η υπό συνθήκη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για  
το σ2 είναι 
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