
Κεφάλαιο 6 
Εκτίµηση Παραµέτρων. 

 



 
6.1 Ιδιότητες Εκτιµητών 
Στην καθηµερινή πρακτική, εκτίµηση είναι µία κατά προσέγγιση διαδικασία που οδηγεί σε µη-
ιδιαίτερα ακριβή αποτελέσµατα. Συνήθως αντιπαραβάλλουµε τις έννοιες «εκτίµησης» και 
«προσδιορισµού» ή «υπολογισµού».  Όσον αφορά στη στατιστική και την ανάλυση των 
πειραµατικών δεδοµένων, η εκτίµηση είναι ιδιαίτερα ακριβής µέθοδος που έχει ως αποτέλεσµα 
τον προσδιορισµό ποσοτήτων. Η ακρίβεια της εκτίµησης εξαρτάται από «στατιστικούς» 
παράγοντες, επί παραδείγµατι: από το πλήθος των παρατηρήσεων. Επιπλέον, η ακρίβεια κάθε 
εκτίµησης µπορεί και αυτή να εκτιµηθεί. 
 
Εκτίµηση είναι η διαδικασία προσδιορισµού της τιµής µίας ή περισσοτέρων παραµέτρων 
χρησιµοποιώντας έναν περιορισµένο αριθµό, Ν, παρατηρήσεων (µετρήσεων). Οι παράµετροι, 
επί παραδείγµατι: φυσικές σταθερές που καθορίζουν την εξέλιξη φυσικών συστηµάτων, έχουν 
σταθερές (αλλά άγνωστες) τιµές, τις οποίες θα καλούµε εφεξής,  «πραγµατικές τιµές» των 
παραµέτρων.  
Το αποτέλεσµα της εκτίµησης της τιµής παραµέτρου (εκτίµηση σηµείου) συµπεριφέρεται ως 
τυχαία µεταβλητή. Εάν δηλαδή επαναλάβουµε την εκτίµηση της τιµής της ιδίας παραµέτρου 
χρησιµοποιώντας ένα άλλο σύνολο, Ν τω πλήθος, παρατηρήσεων που συλλέχθηκαν από την 
ίδια πειραµατική συσκευή υπό τις ίδιες ακριβώς συνθήκες, θα καταλήξουµε σε διαφορετική 
τιµή.  
Λόγω του «στατιστικού χαρακτήρα»  της εκτίµησης, πολλές φορές ενδιαφερόµαστε  για τον 
προσδιορισµό µίας περιοχής τιµών (εκτίµηση περιοχής) η οποία είναι πολύ πιθανόν να 
περιέχει την πραγµατική τιµή της παραµέτρου. 
 
Παράδειγµα 6.1.1.   
Στο σχήµα 6.1.1 , φαίνονται οι µετρήσεις της έντασης φωτεινής δέσµης που διαδίδεται µέσα 
σε ηµιδιαφανές υγρό σαν συνάρτηση του µήκους διείσδυσης του φωτός στο υγρό. Η 
εξασθένηση της έντασης της δέσµης, Ι, οφείλεται στην απορρόφηση του φωτός από το υλικό 
του µέσου και ακολουθεί τον εκθετικό νόµο λx

0 eII −⋅= , όπου x είναι το µήκος διείσδυσης.  
Ο συντελεστής λ είναι χαρακτηριστικό µέγεθος εξαρτόµενο από τις ατοµικές (µοριακές) 
ιδιότητες του υλικού.  Οι µετρήσεις,  που παρίστανται γραφικά στο σχήµα 5.1.1, µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν στη εκτίµηση  της τιµής της παραµέτρου  λ.  
 
Επειδή το αποτέλεσµα της εκτίµησης (εν προκειµένω εκτίµηση σηµείου ) είναι προϊόν 
στατιστικής επεξεργασίας των µετρήσεων και συµπεριφέρεται ως τυχαία µεταβλητή, 
επιβάλλεται να προσδιορισθεί και το σφάλµα της εκτίµησης. 
 
Εναλλακτικά, θα µπορούσαµε να εκτιµήσουµε µία περιοχή τιµών, ώστε η πραγµατική τιµή του 
λ  να έχει 90% (σαν παράδειγµα) πιθανότητα να ανήκει σ’ αυτή την περιοχή. Σ’ αυτή την 
περίπτωση αναφερόµαστε σε εκτίµηση περιοχής. 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Για να εκτιµήσουµε την τιµή µίας παραµέτρου από ένα πλήθος παρατηρήσεων, κάποιος θα 
πρέπει πρώτα να επιλέξει µία κατάλληλη συνάρτηση των παρατηρήσεων,  την οποία καλούµε  
Εκτιµητή.  Είναι φανερό ότι ο εκτιµητής είναι στατιστική συνάρτηση και όλα όσα έχουµε 
µάθει µέχρι τώρα σχετικά µε την πληροφορία που µεταφέρει η στατιστική συνάρτηση ισχύουν 
και για την περίπτωση του εκτιµητή. 
 
Έχοντας διαλέξει έναν εκτιµητή, µπορούµε να συζητήσουµε για τις ιδιότητες του και να 
αξιολογήσουµε τα αποτελέσµατα της εκτίµησης χρησιµοποιώντας τέσσερα πολύ σηµαντικά 
κριτήρια. 
 
• Consistency   Συνέπεια  
• Unbiasedness Έλλειψη Προκατάληψης 
• Efficiency      Αποδοτικότητα 
• Robustness     Σταθερότητα 
 

 

 

 
 

    
 
 
 
Σχήµα 6.1.1: Μετρήσεις της έντασης δέσµης φωτός κατά την διάδοση του µέσα σε 
απορροφητικό µέσο, σαν συνάρτηση του µήκους διείσδυσης (απορρόφησης). Όλα τα 
µεγέθη είναι σε αυθαίρετες µονάδες . 

‘Ενταση 
Φωτός 

Μήκος Απορρόφησης (x) 



6.1.1 Συνέπεια: 
Ένας εκτιµητής λέγεται ότι είναι συνεπής (consistent) εάν η εκτίµηση της τιµής της 
παραµέτρου, nθ

)
, συγκλίνει προς την πραγµατική της τιµή, θ0,  καθώς ο αριθµός των 

παρατηρήσεων, n, αυξάνει.  
 
Εδώ επιλέγουµε να µιλήσουµε για σύγκλιση πιθανότητας. 
   Έστω ότι  nθ̂   είναι  η εκτίµηση της παραµέτρου θ, η οποία βασίζεται σε n  παρατηρήσεις, 

{ }1 2 nx ,x , ,xL :   
 

)x,,x,Θ(xθ n21n !
⌢
=   6.1.1        

 
όπου η στατιστική συνάρτηση 1 2 nΘ(x ,x , ,x )L  είναι ο εκτιµητής. 
 
Δοθέντος οποιουδήποτε πραγµατικού αριθµού ε > 0, η έκφραση: 
 

ε)θθ̂P( 0n >−  6.1.2 

 
ορίζεται ως η πιθανότητα  ώστε: η απόλυτη απόκλιση της εκτίµησης της µεταβλητής   από την 
πραγµατική τιµή της, θ0, να είναι µεγαλύτερη από ε. 
 
Ο εκτιµητής Θ,  είναι συνεπής εάν για οποιοδήποτε δοθέντα πραγµατικό αριθµό λ > 0, υπάρχει 
ένας αριθµός παρατηρήσεων, Ν, τέτοιος ώστε: 

Nnγιαλε)θθ̂P( 0n ><>−  6.1.3 
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Σχήµα 6.1.2: Η ιδιότητα της συνέπειας για πεπερασµένο αριθµό µετρήσεων. 



Επισηµαίνεται ότι η ιδιότητα της συνέπειας είναι  ασυµπτωτική ιδιότητα, υπό την έννοια ότι η 
αύξηση του αριθµού των παρατηρήσεων από n σε n+Δn (όπου το n είναι πεπερασµένος 
αριθµός) δεν σηµαίνει απαραίτητα ότι θα µειώνεται η απόλυτη απόκλιση της εκτίµησης της 
παραµέτρου θ από την πραγµατική της τιµή.  
Σο σχήµα 6.1.2, περιγράφεται η µεταβολή της πιθανότητας , ε)θθ̂P( 0n >− , σε ένα υποθετικό 

παράδειγµα εκτίµησης κάποιας παραµέτρου θ, καθώς µεταβάλλεται ο αριθµός των 
παρατηρήσεων, n. Για n= n1 παρατηρήσεις (και για κάποια επιλογή της τιµής του ε) η 
πιθανότητα ε)θθ̂P( 0n >−  είναι µικρότερη του λ. Ωστόσο, για n=n2 (n2>n1) παρατηρήσεις η 

πιθανότητα, τοπικά, υπερβαίνει το λ. Παρ’ όλα αυτά το παράδειγµα αναφέρεται σε  συνεπή 
εκτίµηση. 
 
Παράδειγµα 6.1.2 
Η εκτίµηση της µέσης τιµής, µ, της τυχαίας µεταβλητής Χ , µε συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας f(x),  ως ο µέσος όρος n τιµών της µεταβλητής, είναι συνεπής εκτίµηση.  
Πράγµατι, εάν η διασπορά, V, της τυχαίας µεταβλητής είναι πεπερασµένη και κατά την 
επιλογή τιµών δεν παραβιάζονται οι άλλες προϋποθέσεις του θεωρήµατος του κεντρικού 
ορίου, ο µέσος όρος έχει συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας που εκφράζεται από την 

κανονική συνάρτηση:
2

2
( x)
21 e

2

µ−
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  όπου V
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n

i
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Καθώς ο αριθµός των διαθεσίµων µετρήσεων, n, τείνει προς το άπειρο, το εύρος (σ) της 
κανονικής συνάρτησης τείνει στο µηδέν και η σχέση 6.1.3 ικανοποιείται για κάθε ε και λ. 
 



6.1.2 Προκατάληψη: 
 Ορίζουµε ως προκατάληψη (bias), bΝ, του εκτιµητή της παραµέτρου θ, την απόκλιση της 
αναµενόµενης τιµής της εκτίµησης θ̂ , η οποία βασίζεται σε Ν παρατηρήσεις, από την 
πραγµατική τιµή θ0. Δηλαδή: 
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 6.1.4 

 
όπου { }1 2 Nx= x ,x , xL  και η συνάρτηση f(x;θ) , η οποία εκφράζει την κοινή συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας  των Ν µετρήσεων, εξαρτάται από την παράµετρο θ. 
 
Εποµένως ένας εκτιµητής δεν είναι προκατειληµµένος εάν,  για κάθε πλήθος µετρήσεων  Ν,  
θα ισχύει : 

 

( ) ( ) 0N θθ̂Εή0θ̂b ==   6.1.5 
 
Παράδειγµα 6.1.1. 
Ας υποθέσουµε  ότι n ανεξάρτητοι παρατηρητές  πραγµατοποιούν το ίδιο πείραµα, µέτρησης 
της τιµής κάποιας φυσικής ποσότητας, x. Έστω ότι κάθε παρατηρητής συλλέγει Ν 
ανεξάρτητες µετρήσεις,  µε κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:  

N

1 2 i
i 1

f (x) f (x , x , x ) g(x )Ν
=

= =∏K , όπου g(x) παριστά την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

της κάθε µέτρησης.  
 
Στην συνέχεια κάθε παρατηρητής εξάγει τον µέσο όρο, <x>, των µετρήσεων που συνέλεξε. 
Τελικά, τα αποτελέσµατα των παρατηρήσεων, συνοψίζονται στα ακόλουθα: 
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 6.1.6 

όπου ο άνω δείκτης δηλώνει από ποιό παρατηρητή προήλθαν τα δεδοµένα.  Προφανώς, η  
6.1.6 περιέχει n τιµές της στατιστικής συνάρτησης, <x>. 
 
Επειδή οι µετρήσεις, κάθε παρατηρητή,  είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους,  θα ισχύει ότι: 



E( x ) E(x) x g(x)dx
Ω

< > = = ⋅ = µ∫  6.1.7 

Στη συνέχεια, ας χρησιµοποιήσουµε  την στατιστική συνάρτηση 
N

i
i 1

1x x
N =

< >= ⋅∑  ως   

εκτιµητή της µέσης τιµής, µ. Εύκολα µπορείτε να δείξετε ότι η προκατάληψη του <x> είναι 
µηδέν (Σύγκρινε 6.1.5 µε 6.1.7 ) 
 
Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγει κανείς εάν χρησιµοποιήσει τον ισχυρό νόµο των µεγάλων 
αριθµών.  
«Για ένα σύνολο Ν τυχαίων µεταβλητών, 1 1 Ny , y , yK , που παίρνουν τιµές σύµφωνα µε 
διαφορετικές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας αλλά µε την ίδια µέση τιµή, µ, και 

τετραγωνικές διασπορές σi
2 (όπου i=1,2,3…N), εάν η ποσότητα 

2N
i

N i 1 ilim
→∞ =

σ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ είναι 

πεπερασµένη, τότε η έκφραση  
N

i
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< >= ⋅∑ συγκλίνει κατά πιθανότητα στο µ.» 

 
Στην περίπτωση αυτού του παραδείγµατος  
2 2 2
i

2 N
2 2 2i

2 2
N N i 1 1
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και εποµένως η ποσότητα 
2N

i

N i 1 ilim
→∞ =

σ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ είναι πεπερασµένη. 

 Σύµφωνα λοιπόν µε τον νόµο των µεγάλων αριθµών, η στατιστική συνάρτηση 
N

i
i 1

1x x
N =

< >= ⋅∑  συγκλίνει κατά πιθανότητα στο µ, και  κατ’ επέκταση εκφράζει  συνεπή  

εκτιµητή του µ. 
 
 
Γενικά, ένας εκτιµητής της παραµέτρου θ, ο οποίος κατασκευάζεται από τα αποτελέσµατα Ν  
παρατηρήσεων, όπως: )x,,x,Θ(xθ N21Ν !

⌢
= , µπορεί να πάρει διαφορετικές τιµές για n 

διαφορετικά σύνολα (δείγµατα) παρατηρήσεων {x1,x2,…,xN}. 
{ } n1,...,ix,,x,x,xΘθ̂ i

N
i
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i
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i
1

i
Ν == …   6.1.8 

Την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Νθ̂ , q( Νθ̂ ;θ), θα καλούµε, 
για ευνόητους λόγους,   στα επόµενα δειγµατική συνάρτηση. 
 
Ερώτηση: Δείξετε ότι η δειγµατική κατανοµή εξαρτάται από την παράµετρο θ. 
 
Σύµφωνα µε τον ορισµό της συνέπειας, ένας συνεπής εκτιµητής χαρακτηρίζεται από 
δειγµατική κατανοµή µε µέση τιµή, απειροστά κοντά στην πραγµατική τιµή της  παραµέτρου 



θ, για µεγάλο αριθµό παρατηρήσεων. Όταν  το πλήθος των παρατηρήσεων γίνει άπειρο, τότε η 
µέση τιµή της δειγµατικής κατανοµής και η πραγµατική τιµή της παραµέτρου συµπίπτουν. 
 
Επισηµαίνεται ότι ένας  εκτιµητής χωρίς προκατάληψη, για κάθε αριθµό παρατηρήσεων 
(Ν), χαρακτηρίζεται από δειγµατική κατανοµή που έχει µέση τιµή ίση µε την πραγµατική 
τιµή της υπό εκτίµηση παραµέτρου. 
 
Η σχέση µεταξύ της µέσης τιµής της δειγµατικής κατανοµής εκτιµητή και της πραγµατικής 
τιµής της παραµέτρου παρίσταται γραφικά στο Σχήµα 6.1.3 για τις περιπτώσεις συνεπούς και 
µη προκατειληµµένης εκτίµησης. 
 
Παράδειγµα 6.1.3: 
Εκτίµηση της τετραγωνικής διασποράς συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. 
 Έστω Ν µετρήσεις ενός µεγέθους x, {x1,x2,x3…,xN} , µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
g(x). Ας υποθέσουµε ότι γνωρίζουµε την µέση τιµή (µ) και ας προσπαθήσουµε να βρούµε ένα 
«καλό» εκτιµητή της διασποράς της των µετρήσεων, V(x). 

Ας δοκιµάσουµε την στατιστική συνάρτηση 2
i

1V̂(x) (x µ)
N

= −∑  

Η αναµενόµενη τιµή του εκτιµητή V̂(x)  υπολογίζεται εύκολα ως: 
N N

2
i

i 1 i 1

1 1ˆE(V(x)) E (x µ) V(x) V(x)
N N= =

⎡ ⎤= − = =⎣ ⎦∑ ∑  6.1.9 

 
Συνεπώς ο εκτιµητής (x)V̂ είναι µη προκατειληµµένος 
. 
Ερώτηση: Αποδείξτε ότι ο εκτιµητής (x)V̂ είναι επίσης συνεπής. 
Υπόδειξη: Κάνετε χρήση του θεωρήµατος του κεντρικού ορίου και δείξετε ότι η διασπορά της 
εκτίµησης µηδενίζεται όταν ο αριθµός των παρατηρήσεων τείνει στο άπειρο. 
 
Τώρα ας υποθέσουµε ότι και η µέση τιµή  είναι άγνωστη. Θα  δοκιµάσουµε τον εκτιµητή: 

N N
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 6.1.10 

 
και θα υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή του εκτιµητή,  V̂(x)  ως: 

N
2 2 2 2
i i

i 1

2 2 2 2
i

1ˆE(V(x)) E(x ) E( x ) E(x ) E( x )
N
E(x ) E( x ) - E( x )-E( x ) V(x) V( x )

V(x) N 1V(x) V(x) V(x)
N N

=

⎡ ⎤= − < > = − < >⎣ ⎦

⎡ ⎤= − < > < > < > = − < >⎣ ⎦
−

= − = ⋅ ≠

∑

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Νθ
⌢

θ)θq( Ν
⌢

)θE( Ν
⌢

0θ

δΝ

0)θθ̂E(iml 0ΝN
=−

∞→

 
 
 

Νθ
⌢

 

θ)θq( Ν

⌢
 

)θE( Ν

⌢
 

0θ  
N0)θθ̂E( 0Ν ∀=−  

 
Σχήµα 6.1.3: Σχηµατική παράσταση των ιδιοτήτων της συνέπειας (α) και της µη 
προκατάληψης (β). 

α) 

β) 



 
Συνεπώς στην περίπτωση όπου η µέση τιµή δεν είναι γνωστή και εκτιµάται ώς: 

∑
=

>=<
N

1i
ixN

1x  

η στατιστική συνάρτηση: 
 

∑
=

><−=
N

1i

2
i )x(x

N
1(x)V̂  

είναι προκατειληµµένος εκτιµητής της  διασποράς έστω και εάν είναι συνεπής εκτιµητής. 
 
 
Ερώτηση: Εξετάσετε τις ιδιότητες της στατιστικής συνάρτησης 
 

∑
=
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N

1i
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i )x(x

1-N
1(x)V̂   6.1.11 

 
ως εκτιµητή της τετραγωνικής διασποράς, όταν η µέση τιµή της συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας δεν είναι γνωστή. 
Υπόδειξη: Επαναλάβατε τον έλεγχο που εφαρµόσαµε στο παράδειγµα 6.1.3 και δείξετε ότι η 
6.1.10 είναι µη προκατειληµµένος εκτιµητής. 
 
 
Παράδειγµα 6.1.4: 
Μία σειρά δοκιµών ενός νέου τύπου αερόσακου  καταλήγει σε ΝS  επιτυχίες και σε NF 
αποτυχίες.  

Η στατιστική συνάρτηση: s

s F

Np̂
N N

=
+

 

 
είναι ένας συνεπής εκτιµητής της πιθανότητας επιτυχίας p.  
H συνέπεια αναφέρεται στην περίπτωση όπου ο αριθµός των συνολικών δοκιµών n=NS+NF  
τείνει  στο άπειρο. Βεβαίως υπό αυτές τις συνθήκες ο εκτιµητής p̂   

n
Niml S

n
n
p̂

∞→
∞→

=  

ισούται , εξ  ορισµού, µε την πιθανότητα επιτυχίας και ο εκτιµητής p̂ είναι συνεπής.  
Στην περίπτωση που θα χρησιµοποιήσουµε τον ίδιο εκτιµητή για πεπερασµένο πλήθος  
δοκιµών θα πρέπει να εξασφαλίσουµε ότι η εκτίµηση δεν είναι προκαταλειµµένη.  
Η αναµενόµενη τιµή του εκτιµητή p̂  είναι: 
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συνθήκη κανονικοποίησης
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n N !(n N )!
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αντικαθιστώντας n n 1 και Ν N 1
n'!ˆE(p) p p (1 p) p
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=
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=
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=
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−
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− −

ʹ′ ʹ′= − = −

= − =
−
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∑

∑
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Συνεπώς ο εκτιµητής p̂  είναι µη προκατειληµµένος εκτιµητής της πιθανότητας επιτυχίας.  
 
 
6.1.3 Αποδοτικότητα: 
Στις προηγούµενες υποενότητες επισηµάναµε ότι το αποτέλεσµα της εκτίµησης παραµέτρου 
συµπεριφέρεται ως τυχαία µεταβλητή και επιπλέον δείξαµε ότι η µέση τιµή της δειγµατικής 
κατανοµής, συνεπών και µη προκατειληµµένων εκτιµήσεων, συνδέεται µε την πραγµατική 
τιµή της παραµέτρου.  
Είναι προφανές ότι «εύρος» της δειγµατικής κατανοµής εκφράζει την ακρίβεια της εκτίµησης. 
Επί παραδείγµατι, η εκτίµηση της τιµής κάποιας φυσικής σταθεράς, από τα δεδοµένα 
κατάλληλου πειράµατος, καταλήγει σε διαφορετικό αποτέλεσµα κάθε φορά που θα 
επαναληφθεί το πείραµα. Η ακρίβεια της εκτίµησης είναι βέλτιστη όταν τα αποτελέσµατα 
αυτά κατανέµονται, γύρω από την πραγµατική τιµή της φυσικής σταθεράς, µε αµελητέο εύρος. 
Εν άλλοις λόγοις, η τετραγωνική διασπορά του αποτελέσµατος της εκτίµησης αποτελεί µέτρο 
της ακρίβειας. 
 
Η ακρίβεια της εκτίµησης εξαρτάται προφανώς από την στατιστική συνάρτηση που επιλέγεται 
ως εκτιµητής  αλλά εξαρτάται επίσης και από την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των 
πειραµατικών δεδοµένων. 
 
Παράδειγµα 6.1.5 
Έστω ότι x είναι το αποτέλεσµα της µέτρησης φυσικού µεγέθους (π.χ. της περιόδου ενός 
εκκρεµούς).  Θα υποθέσουµε επίσης ότι κατά την µετρητική διαδικασία πληρούνται όλες οι 
προϋποθέσεις του θεωρήµατος του κεντρικού ορίου. Η τυχαία µεταβλητή, x,  χαρακτηρίζεται 
από κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, µε µέση τιµή, µ, ίση µε την πραγµατική 
τιµή του φυσικού µεγέθους και τετραγωνική απόκλιση, 2V = σ , που εκφράζει την διακριτική 
ικανότητα του οργάνου. 
Έστω ότι συλλέγονται Ν µετρήσεις και η πραγµατική τιµή εκτιµάται από τον µέσο όρο των 

µετρήσεων, ∑
=

>=<
N

1i
ixN

1x .  Στο παράδειγµα 6.1.1, δείξαµε ότι πρόκειται περί συνεπούς 

εκτιµητή ο οποίος δεν πάσχει από προκατάληψη. 

 



Σύµφωνα µε τα  προηγούµενα, η ακρίβεια της εκτίµησης εκφράζεται από την διασπορά, 
V(<x>), η οποία εύκολα υπολογίζεται ως: 

( ) ( ) ( )
2N N

i 2 2
i 1 i 1

1 1 1V x V x V x N V x
N N N N= =

σ⎛ ⎞
< > = = ⋅ = ⋅ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  6.1.12 

Είναι προφανές ότι η ακρίβεια της εκτίµησης εξαρτάται από την διασπορά της συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας που χαρακτηρίζει τις µετρήσεις. 
 
Παράδειγµα  6.1.6 
Ας υποθέσουµε ότι, στο Παράδειγµα 6.1.5, η διακριτική ικανότητα της µετρητικής συσκευής 
δεν είναι γνωστή και για την εκτίµησή της χρησιµοποιείται ο συνεπής και µη-
προκατειληµµένος εκτιµητής 6.1.11 

∑
=

><−=
N

1i

2
i )x(x

1-N
1(x)V̂  

Η διασπορά της εκτίµησης ευρίσκεται ως: 
22 22 2N N

i i
2 2

i 1 i 1

(x x ) (x x )σ σˆV V(x) V V
N-1 σ N-1 σ= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞− < > − < >⎡ ⎤ = ⋅ = ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑  6.1.13 

Η τυχαία µεταβλητή  
2N

2 i
2

i 1

(x x )
σ=

⎡ ⎤− < >
χ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  , όπου κάθε ένα από τα xi  ακολουθεί 

κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε διασπορά σ2, χαρακτηρίζεται από την 
λεγόµενη χ2(Ν-1) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  (βλέπε υποενότητα ......) , για Ν-1 
βαθµούς ελευθερίας.  Η διασπορά V(χ2) ισούται µε: V[χ2(Ν-1)]=2(Ν-1), ώστε η σχέση 6.1.13 
καταλήγει σε: 
 

42 σˆV V(x)
N-1

⎛ ⎞⋅⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
  6.1.14 

όπου είναι εµφανής η εξάρτηση της ακρίβειας της εκτίµησης από την διασπορά των 
µετρήσεων. 
 
Ένας εκτιµητής είναι αποδοτικός (efficient) εάν προσφέρει την µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια 
εκτίµησης της πραγµατικής τιµής της παραµέτρου. Επιπλέον, η αποδοτικότητα ενός εκτιµητή 
θα πρέπει να εξαρτάται από το «µέγεθος» της πληροφορίας που µεταφέρει. Κατά συνέπεια η 
τετραγωνική διασπορά ενός εκτιµητή και η πληροφορία  που µεταφέρει θα πρέπει να 
συνδέονται. Η σχέση της αποδοτικότητας και της πληροφορίας που µεταφέρεται από ένα 
εκτιµητή θα µας απασχολήσει στην επόµενη υποενότητα. 
 
 
  



 
6.2 Μέγιστη Αποδοτικότητα - Η Ανισότητα των Cramer-Rao 
 
Έστω { }1 2 px x ,x , x= K    είναι ένα σύνολο p µεταβλητών που χαρακτηρίζουν ένα γεγονός 
(π.χ. οι τρεις συνιστώσες της ταχύτητας ενός µορίου ιδανικού αερίου). Οι τιµές των 
µεταβλητών αυτών κατανέµονται σύµφωνα µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  
f (x; )θ , η οποία µε  την σειρά της εξαρτάται από την παράµετρο θ (π.χ. την θερµοκρασία 
του αερίου για κάποια σταθερή και γνωστή πίεση). 
  
Δεδοµένων Ν µετρήσεων των χαρακτηριστικών αυτών φυσικών µεγεθών, τυχαίων 
µεταβλητών:� ix , i 1, 2, N= K  (π.χ. µετρώντας τις τρεις συνιστώσες της ταχύτητας Ν 
µορίων ενός αερίου σε θερµοδυναµική ισορροπία), η τιµή της παραµέτρου θ εκτιµάται από 
κάποιον εκτιµητή, έστω τον εκτιµητή 1 2 Nθ̂ Θ(x ,x , ,x )= K .  
  
Η παράµετρος θ έχει καλά καθορισµένη τιµή, θ0 (π.χ. το αέριο έχει καθορισµένη 
θερµοκρασία) αλλά η εκτίµηση, 1 2 Nθ̂ Θ(x ,x , ,x )= K , θα καταλήγει σε διαφορετικό 
αποτέλεσµα κάθε φορά που θα επαναλαµβάνεται η πειραµατική διαδικασία και θα 
συλλέγονται  Ν µετρήσεις. Η εκτίµηση  θ̂   θα συµπεριφέρεται ως  τυχαία µεταβλητή µε 
δειγµατική κατανοµή 0

ˆq(θ;θ ) . Επισηµαίνεται ότι η δειγµατική κατανοµή  εξαρτάται από 
την πραγµατική τιµή της παραµέτρου, θ0. 
 
Σύµφωνα µε τον ορισµό της προκατάληψης της εκτίµησης, η προκατάληψη, b, του 
εκτιµητή 1 2 Nθ̂ Θ(x ,x , ,x )= K  εκφράζεται ως: 
 

{
x

0

1 2 N 1 0 2 0 N 0 1 2 N 0

πιθανοφάνεια L

0 0

ˆb E(θ) θ

Θ(x ,x , ,x ) f(x ;θ ) f(x ;θ ) f(x ;θ ) dx dx dx θ

ˆ ˆ ˆq( ; )d θ

θΩ

= −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⋅ ⋅ −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= θ⋅ θ θ θ−⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫

L K L K1 4 4 4 44 2 4 4 4 4 43  6.2.1 

 
Προφανώς η προκατάληψη εξαρτάται από την πραγµατική τιµή της παραµέτρου. Στην 
ανάλυση που ακολουθεί θα θεωρήσουµε την πραγµατική τιµή ως παράµετρο της 
δειγµατικής συνάρτησης. 
 
Στην περίπτωση όπου:  
1. το πεδίο ορισµού των τυχαίων µεταβλητών, x , δεν εξαρτάται από την τιµή της 
παραµέτρου , θΩ ≡Ω,  και 

2. η πιθανοφάνεια είναι οµαλή συνάρτηση ώστε οι τελεστές ∂ ∂2 2
0/ θ  και ∫ xd  να 

µετατίθενται  
η διασπορά της δειγµατικής κατανοµής  

( )
2

0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆV(θ) θ E(θ) q(θ;θ )dθ= − ⋅∫  6.2.2 

σχετίζεται µε την πληροφορία µέσω της ανισότητας των Cramer-Rao 
 

 5.
2
.
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2
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θ̂

2

0

I
dθ
db1

I
dθ
db1

)θ̂V(
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≥
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≥  6.2.3 

όπου Ιx και θ̂
I  είναι οι ποσότητες πληροφορίας, αναφορικά µε την πραγµατική τιµή 

της παραµέτρου - θ0, που εµπεριέχονται στο σύνολο των Ν παρατηρήσεων 

1 2 N{x , x ,…,x } και στην στατιστική συνάρτηση ˆ 1 2 Nθ =Θ(x , x ,…,x ) , αντίστοιχα. 
 

Επειδή, προφανώς,  Ιx≥Iθ η απόδειξη της δεύτερης ανισότητας, 

2 2

0 0

ˆ xθ

db db1 1
dθ dθ
I I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠≥ , 

στην έκφραση 6.2.3 είναι τετριµµένη. Στα επόµενα θα αποδειχθεί η πρώτη ανισότητα: 
2

0

θ̂

db1
dθˆV(θ)
I

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠≥  . 

 
Η πληροφορία που µεταφέρει η στατιστική συνάρτηση 1 2 Nθ̂=Θ(x ,x ,…,x ) εκφράζεται ως: 

2

θ̂
ˆ θ̂

0

2

0
0

0

lnL ˆI L dθ
θ

ˆlnq(θ;θ ) ˆ ˆ= q(θ;θ )dθ
θ

θ

∂⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫

∫

 

Όπου η πιθανοφάνεια που αντιστοιχεί σε µία τυχαία µεταβλητή, θ̂ , δεν είναι τίποτα άλλο 
παρά η (δειγµατική) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, 0

ˆq(θ;θ ) . 
 
Εξ’ ορισµού ισχύει ότι:   0

ˆ ˆ ˆ ˆE(θ) θ q(θ;θ )dθ= ⋅∫    
Συνεπώς: 

0 0
0

0 0 0

ˆ ˆˆ q(θ;θ ) lnq(θ;θ )E(θ) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆθ dθ θ q(θ;θ )dθ
θ θ θ

∂ ∂∂
= ⋅ = ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂∫ ∫   6.2.4 

Επειδή όµως, σύµφωνα µε τον ορισµό 6.2.1, ισχύει ότι: 0 0
ˆE(θ) b(θ ) θ= −  , συνεπάγεται ότι:

   

0

0 0

ˆ db(θ )E(θ) 1
θ dθ

∂
= +

∂
  6.2.5 

 
Από τις σχέσεις 6.2.4 και 6.2.5 προκύπτει ότι: 



0 0
0

0 0

Α

ˆdb(θ ) lnq(θ;θ )ˆ ˆ ˆ1 θ q(θ;θ )dθ
dθ θ

ˆ ˆ ˆ ˆθ E(θ)+E(θ) A dθ
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∂
+ = ⋅ ⋅

∂
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∫

∫
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 6.2.6 

 

όπου,
ˆlnq(θ;θ) ˆA q(θ;θ)
θ

∂
≡

∂
 

Επισηµαίνεται ότι η αναµενόµενη τιµή 0
ˆ ˆ ˆ ˆE(θ) θ q(θ;θ )dθ

+∞

−∞

⎛ ⎞
≡ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ είναι ανεξάρτητη του  θ̂ , 

ώστε ο δεύτερος όρος του δεξιού σκέλους της 6.2.6 επιδέχεται την ακόλουθη απλοποίηση: 

0
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0

0

0

0
0

1

ˆlnq(θ;θ )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆE(θ) Adθ E(θ) q(θ;θ )dθ
θ
ˆq(θ;θ )ˆ ˆE(θ) dθ
θ

ˆ ˆ ˆE(θ) q(θ;θ )dθ
θ
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∂
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∂

∂
= ⋅

∂

=

∫ ∫

∫

∫1 4 2 43

  6.2.7 

 
 

Αντικαθιστώντας της σχέση 6.2.7 στην σχέση  6.2.6 καταλήγουµε ότι: 

0 0
0

0 0

ˆdb(θ ) lnq(θ;θ )ˆ ˆ ˆ ˆ1 θ E(θ) q(θ;θ )dθ
dθ θ

∂⎡ ⎤+ = − ⋅ ⋅⎣ ⎦ ∂∫   6.2.8 

 
 
Στα επόµενα θα χρησιµοποιηθεί η ανισότητα του Schwarz, η οποία,  για τις συναρτήσεις 
u(y) και v(y),  εκφράζεται ως:  

[ ]222 dyvudyvdyu∫ ∫∫ ⋅≥⋅   6.2.9 
 
 Αντικαθιστώντας, στην 6.2.9, µε: 

 ( ) 0
0 0

0

ˆlnq(θ;θ )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆu(θ) θ E(θ) q (θ;θ ) , v(θ) q(θ;θ )
θ

∂
≡ − ≡ ⋅

∂
  6.2.10 

η ανισότητα εκφράζεται ως: 
 

( ) ( )
2 2

2
0 0

0 0 0
0 0

ˆ ˆlnq(θ;θ ) lnq(θ;θ )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆθ E(θ) q(θ;θ )dθ θ E(θ) q(θ;θ )dθ q(θ;θ )dθ
θ θ
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∫ ∫ ∫

 
Αντικαθιστώντας το αριστερό σκέλος της ανισότητας µε την σχέση 6.2.8, καταλήγουµε ότι: 
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2
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ˆdb(θ ) lnq(θ;θ )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 θ E(θ) q(θ;θ )dθ q(θ;θ )dθ
dθ θ
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∫ ∫   6.2.11 

 

Παρατηρήσετε ότι το ολοκλήρωµα, ( )
2

0
ˆ ˆ ˆ ˆθ E(θ) q(θ;θ )dθ⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦∫ , εκφράζει την διασπορά της 

εκτίµησης θ̂ , ˆV(θ) , ενώ το ολοκλήρωµα,  
2

0
0

0

ˆlnq(θ;θ ) ˆ ˆq(θ;θ )dθ
θ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂⎢ ⎥⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ , εκφράζει την 

πληροφορία που εµπεριέχει η εκτίµηση θ̂ , 
θ̂
I , αναφορικά µε την πραγµατική τιµή της 

παραµέτρου. 
Συνεπώς,  η 6.2.11  µπορεί να αναδιατυπωθεί ως:  
 

2

0
θ̂

0

2

0

0

θ̂

db(θ )ˆV(θ) I 1 ή
dθ

db( θ )1
dθˆV(θ)
I

⎡ ⎤
⋅ ≥ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

⎣ ⎦≥

  6.2.12 

Στην περίπτωση όπου η εκτίµηση δεν πάσχει από προκατάλειψη, b(θ0)=0, η ανισότητα των 
Cramer-Rao εκφράζεται ως: 

θ̂

1ˆV(θ)
I

≥    6.2.13 

H περίπτωση της ισότητας στην ανισότητα του Schwarz, 6.2.9, ισχύει όταν  v(y) u(y)= λ ⋅  
και ο παράγων λ είναι ανεξάρτητος του y. Στην περίπτωση των συναρτήσεων 6.2.10, ο 
παράγων λ θα πρέπει να είναι ανεξάρτητος της εκτίµησης, θ̂ , αλλά µπορεί να εξαρτάται 
από την πραγµατική τιµή  της παραµέτρου, θ0. Εν άλλοις λόγοις, η συνθήκη της ισότητας 
εκφράζεται ως: 

0
0

0

ˆlnq(θ;θ ) ˆ ˆR(θ ) (θ E(θ))
θ

∂
= ⋅ −

∂
 6.2.14 

όπου R(θ0) εκφράζει το πολλαπλασιαστικό παράγοντα. Η σχέση 6.2.14 γράφεται 
συναρτήσει της προκατάληψης ως: 

( )( )0
0 0 0

0

ˆlnq(θ;θ ) ˆR(θ ) θ b(θ ) θ
θ

∂
= ⋅ − +

∂
 6.2.15 

 
Ερώτηση:  Δείξετε ότι η συνθήκη ισότητας 6.2.15 ισχύει εάν η δειγµατική συνάρτηση 
είναι της εκθετικής µορφής: 

( )0 0 0
ˆ ˆ ˆq(θ;θ ) exp a(θ ) θ β(θ) c(θ )= ⋅ + +   6.2.16 

Υπόδειξη: 

( )
0 0 0 1

0 0 0 0 0 2

1 2

ˆR( )d a( ) ( )

ˆR( ) b( ) d c( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

θ θ = θ +β θ

θ ⋅ θ + θ θ = θ +β θ

β θ = β θ +β θ

∫
∫  



 
 

Ανακεφαλαιώνοντας,  αποδείξαµε ότι: 
 

ˆ

ˆ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦≥ ≥

2 2

0 0

0 0

xθ

db(θ ) db(θ )1+ 1+
dθ dθ

V(θ)
I I

 6.2.17 

όπου η περίπτωση της ισότητα ισχύει όταν η δειγµατική συνάρτηση είναι της 
εκθετικής µορφής 6.2.16.  
Ειδικά, στην περίπτωση όπου Ix=Iθ, η εκτίµηση έχει διασπορά ίση µε  τον ελάχιστο 
δυνατό όριο. H σχέση αυτή,  Ix=Iθ,  αποτελεί την αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε ο 
εκτιµητής ˆ 1 2 Nθ =Θ(x , x ,…,x )  να είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση όσον αφορά 
στην παράµετρο θ. 
 
Όταν όµως υπάρχει επαρκής στατιστική συνάρτηση για την παράµετρο θ, η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών, f(x;θ) , (π.χ. των 
προβολών της ταχύτητας των µορίων) είναι και αυτή  εκθετικής µορφής, όπως 
επιβάλει το θεώρηµα του Darmois. 
 
Η ανισότητα των Cramer-Rao γενικεύεται εύκολα για την περίπτωση όπου η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας των δεδοµένων εξαρτάται από πολλές παραµέτρους.  
Έστω, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f (x; )θ , όπου { }1 2 r, , ,θ = θ θ θK  παριστά τις 
r παραµέτρους από τις οποίες εξαρτάται η κατανοµή των πειραµατικών δεδοµένων. Έστω, 
οι εκτιµητές των παραµέτρων, { }1 2 r

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,θ = θ θ θK , όπου ( )i i 1 2 N
ˆ x , x , x , i 1,2, rθ =Θ =K K  

είναι στατιστικές συναρτήσεις των Ν µετρήσεων. 
Η πληροφορία, σύµφωνα µε την 5.2.5, εκφράζεται από  πίνακα µε στοιχεία: 

[ ] 1 2 N 1 2 N
X ij

i j

lnL(x ,x , x ;θ) lnL(x ,x , x ;θ)I (θ) E
θ θ

⎡ ⎤∂ ∂
= ⋅⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

K K
%

  6.2.18 

ενώ η πληροφορία που µεταφέρει το σύνολο των εκτιµητών εκφράζεται από τον πίνακα: 

ˆ ijθ
i j

ˆ ˆlnQ(θ;θ) lnQ(θ;θ)I (θ) E
θ θ

⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ = ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦%
  6.2.19 

 

όπου 
N

1 2 N i
i=1

L(x ,x , x ;θ)= f (x ;θ)∏K  είναι η πιθανοφάνεια, ˆQ(θ;θ)  είναι η κοινή δειγµατική 

κατανοµή των εκτιµήσεων { }1 2 r
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,θ = θ θ θK  και οι παράµετροι θ  αναφέρονται στις 

φυσικές (πραγµατικές) τιµές των σταθερών από τις οποίες εξαρτάται η κατανοµή των 
δεδοµένων. 
Η ανισότητα των Cramer-Rao, 6.2.17, γενικεύεται, για την περίπτωση εκτιµήσεων 
χωρίς προκατάληψη, ως: 

[ ]i
Xˆ iiii

1 1ˆV( )
II

θ

θ ≥ ≥
⎡ ⎤⎣ ⎦ %%

    6.2.20 

Γενικότερα, για κάθε θετική τιµή c, το ελλειψοειδές  



ˆ
ˆ ˆ( ) ( ) cΤ

θ
θ−θ ⋅ Ι ⋅ θ−θ =

%
  

κείται στο εσωτερικό του ελλειψοειδούς   
ˆ ˆ ˆ( ) V( ) ( ) cΤθ − θ ⋅ θ ⋅ θ − θ =

%
,  

όπου i j i jij
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆV( ) E( ) E( ) E( )⎡ ⎤θ = θ ⋅θ − θ ⋅ θ⎣ ⎦%

 είναι ο πίνακας συνέλιξης των εκτιµήσεων. 

Τα δύο ελλειψοειδή ταυτίζονται και ισχύει η ισότητα στην σχέση 6.2.20, όταν οι 
εκτιµητές, ( )i i 1 2 N

ˆ x , x , x , i 1,2, rθ =Θ =K K , είναι από κοινού επαρκείς στατιστικές 

συναρτήσεις των παραµέτρων  { }1 2 r, , ,θ = θ θ θK  



6.3 Μέθοδοι ορισµού συνεπών εκτιµητών – Μέθοδος των ορµών . 
Στις προηγούµενες υποενότητες αυτού του κεφαλαίου συζητήσαµε τις ιδιότητες των 
εκτιµητών και τις συνθήκες που διασφαλίζουν την επάρκεια των εκτιµητών. Σ΄ αυτή την 
υποενότητα θα συζητήσουµε µεθόδους «κατασκευής» συνεπών εκτιµητών. Για απλότητα, 
θα θεωρήσουµε ότι κάθε γεγονός των πειραµατικών  δεδοµένων χαρακτηρίζεται από τη 
µέτρηση µίας µόνο φυσικής ποσότητας (π.χ. µας απασχολεί µόνο η συνολική ορµή του 
µορίου ενός ιδανικού αερίου) 
 
Όπως και στις προηγούµενες υποενότητες, θεωρείστε ότι διαθέτουµε Ν γεγονότα 
(µετρήσεις) , 1 2 Nx , x , xK . Έστω ότι a(x)  είναι µία συνάρτηση του αποτελέσµατος της 
µέτρησης (τυχαία µεταβλητή), τέτοια ώστε η τετραγωνική της διασπορά, V(a(x)) , να είναι 
πεπερασµένη. Σύµφωνα µε τον νόµο των µεγάλων αριθµών, ο µέσος όρος των τιµών αυτής 
της συνάρτησης, συγκλίνει προς την µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής,  [ ]E a(x) , καθώς 
το πλήθος των διαθέσιµων παρατηρήσεων τείνει στο άπειρο: 

[ ]
N

1
i N

i 1
N a(x ) E a(x) a(x) f (x;θ)dx−

→∞
=

⋅ ⎯⎯⎯→ = ⋅∑ ∫     6.3.1 

όπου f(x;θ)παριστά την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  που χαρακτηρίζει κάθε µία 
των πειραµατικών µετρήσεων. 

  
Το δεξιό µέλος της σχέσης 6.3.1 είναι συνάρτηση µόνο της παραµέτρου θ. Επιπλέον στην 
περίπτωση όπου η αναµενόµενη τιµή, [ ]E a(x) , µπορεί να εκφρασθεί ως αναλυτική 

συνάρτηση του θ, a(x) f(x;θ)dx=h(θ)⋅∫ , η πραγµατική τιµή της παραµέτρου εκτιµάται ως: 

N N
1 1

i iN i 1 i 1

N

θ̂ h lim a(x ) h a(x )− −

→∞
= =

για µεγαλο

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑;
14 2 43

  6.3.2 

όπου το όρισµα, 
N

i
i 1
a(x )

=
∑ , της αντιστρόφου της συνάρτησης h(θ) υπολογίζεται 

χρησιµοποιώντας το πειραµατικά δεδοµένα, { }1 2 Nx x ,x , x= K . 
Γενικά, η αντιστροφή της συνάρτησης h(θ), σχέση 6.3.2, µπορεί να καταλήγει σε  
περισσότερες από µία εκτιµήσεις της παραµέτρου θ. Στην περίπτωση αυτή µόνο µία από 
αυτές θα αντιστοιχεί σε συνεπή εκτίµηση. Επισηµαίνεται επίσης ότι η εκτίµηση 6.3.2 είναι 
συνεπής, λόγω της 6.3.1, αλλά δεν οδηγεί πάντα  σε απροκατάληπτα αποτελέσµατα, όπως 
θα δειχθεί στα επόµενα. 
 
Η απλούστερη συνάρτηση a(x) αντιστοιχεί στην επιλογή: a(x)=x, µε αναµενόµενη τιµή 
που είναι ίση µε την µέση τιµή της µεταβλητής x. Ο εκτιµητής της παραµέτρου θ,  σ΄ αυτή 
την περίπτωση, ορίζεται ως 

( )

[ ]

x

N
1 1

i
i 1

µ E(x) x f(x;θ)dx h θ

1θ̂ h x h x
N

− −

=

= = ⋅ =

⎡ ⎤
= = < >⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫

∑
 6.3.3 

 



Στην γενικότερη περίπτωση όπου η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f(x;θ) , 
εξαρτάται από περισσότερες της µίας µεταβλητές,� { }1 2 k, ,θ = θ θ θK , χρειάζονται k 
συναρτήσεις (ai(x), i=1,2,…,k)  για να εκτιµηθούν οι τιµές  όλων των παραµέτρων. 
Θεωρήστε την οικογένεια των συναρτήσεων, aj (x) = xj

 , όπου  j=1,2,3... .   
Οι αναµενόµενες τιµές αυτών των συναρτήσεων, j j jE(x ) x f(x;θ)dx M (θ)= ⋅ =∫ , είναι 
συναρτήσεις των  παραµέτρων θ1,θ2,..., θk και θα θεωρήσουµε ότι είναι γνωστές 
αναλυτικά. 

Παράλληλα, εφαρµόζοντας τον νόµο των µεγάλων αριθµών, 
N

j j

Ni 1

1 ˆx x f (x; )dx
N →∞

=

⋅ → ⋅ θ∑ ∫ , 

οι τιµές των ορµών που αντιστοιχούν στις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων, µπορούν 

να εκτιµηθούν µε συνέπεια από τα πειραµατικά δεδοµένα, ως:  
N

j j

i 1

1M̂ x
N =

= ⋅∑ . Η 

εκτίµηση των πραγµατικών τιµών των παραµέτρων επιτυγχάνεται µε την λύση του 
συστήµατος των k εξισώσεων: 
 j j

1 2 k 1 2 k
ˆ ˆ ˆM̂ M ( , , ), j r , r , r= θ θ θ =K K  6.3.4 

 
Η επιλογή  τιµών για τον δείκτη  j (π.χ. j=1,2,3,..k ) γίνεται αυθαίρετα, έχουµε πλήρη 
ελευθερία να επιλέξουµε τις k ροπές. Η ελευθερία αυτή, αντανακλά µία απώλεια της 
ακρίβειας µε την οποία εκτιµούνται οι παράµετροι. 
 
Παράδειγµα 6.3.1 
Ας αναζητήσουµε εκτιµητή για την παράµετρο µ της Poissonian συνάρτησης 

πιθανότητας, 
n eP(n)
n!

−µµ ⋅
= , µε την µέθοδο των ροπών. 

Έστω ένα σύνολο τιµών, 1 2 Nn ,n , nK , της τυχαίας µεταβλητής n, η οποία ακολουθεί την 
Poissonian κατανοµή. 
Οι (συνεπείς) εκτιµήσεις των ροπών πρώτης και δεύτερης ορµής είναι: 
 

N
1

i
i 1
N

2 2
i

i 1

1M̂ n
N
1M̂ n
N

=

=

= ⋅

= ⋅

∑

∑
 6.3.5 

Επειδή η Poissonian συνάρτηση, έχει µέση τιµή και τετραγωνική διασπορά ίσες µε την 
παράµετρο µ, ισχύει ότι: 

( )

1
1

n 0

2
22 1 2

2
n 0 n 0

1ˆˆ n P(n)
N

1 1ˆ ˆˆ V(n) n P(n) n P(n)
N N

∞

Ν→∞
=

∞ ∞

Ν→∞
= =

µ =Μ → µ = ⋅ ⋅

⎛ ⎞
µ =Μ − Μ → = µ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∑
 6.3.6 

Συνεπώς, παράµετρος µ µπορεί να εκτιµηθεί από δύο διαφορετικούς εκτιµητές που 
κατασκευάζονται µε την µέθοδο των ορµών. Επισηµαίνεται ότι ο εκτιµητής 2µ̂ , πάσχει 
από προκατάληψη η οποία αίρεται όταν πολλαπλασιαστεί µε διορθωτικό 

πολλαπλασιαστικό παράγοντα: 3 2ˆ ˆ
1

Ν
µ = ⋅µ

Ν −
   6.3.7 

Παράδειγµα 6.3.2 



Η εκτίµηση της παραµέτρου µ της Poissonian συνάρτησης πιθανότητας, από ένα δείγµα 
τιµών της τυχαίας µεταβλητής n, καταλήγει σε διαφορετικό αποτέλεσµα ανάλογα µε τον 
εκτιµητή που χρησιµοποιείται.  
Στο Σχήµα 6.3.1, παρίστανται υπό την µορφή ιστογράµµατος τα αποτελέσµατα 100000 
επαναλήψεων του ιδίου πειράµατος. Σε κάθε ένα από τα πειράµατα, λαµβάνονται Ν=100 
µετρήσεις, 1 2 3 100n ,n ,n , nK , του ρυθµού των ραδιενεργών διασπάσεων (αριθµός 
διασπάσεων σε ένα δευτερόλεπτο) ενός δείγµατος ραδιενεργού ισοτόπου. Ο 
καταµετρούµενος αριθµός  ραδιενεργών διασπάσεων σε ένα δευτερόλεπτο, n, αυτού του 
ισοτόπου χαρακτηρίζεται από την Poissonian συνάρτηση πιθανότητας, µε παράµετρο µ 
ίση µε 2.1. 
Μετά την εκτέλεση κάθε πειράµατος εκτιµάται η τιµή της παραµέτρου µ, 
χρησιµοποιώντας τις πειραµατικές µετρήσεις και τους εκτιµητές 1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,µ µ µ .  
Το θεώρηµα του κεντρικού ορίου υπαγορεύει ότι η τυχαία µεταβλητή  1µ̂ , ως άθροισµα 
τυχαίων µεταβλητών – ακόµα και εάν λαµβάνουν µόνο ακέραιες τιµές , θα 
χαρακτηρίζεται από κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας καθώς το Ν τείνει 
προς το άπειρο.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           
Σχήµα 6.3.1: Γραφική παράσταση σε ιστόγραµµα, των εκτιµήσεων: α) 1µ̂ , β) 2µ̂  και 
γ) 3µ̂ , της παραµέτρου µ καθώς και της διαφοράς: δ) 3 1ˆ ˆµ −µ . Οι εκτιµήσεις 
αντιστοιχούν σε 100000 δείγµατα πειραµατικών δεδοµένων, κάθε ένα αποτελούµενο 
από Ν=100 γεγονότα, που ακολουθούν Poissonian συνάρτηση πιθανότητας: 

n eP(n)
n!

−µµ ⋅
= . Η συνεχής καµπύλη στο Σχήµα 6.3.1.α παριστά γραφικά, κανονική 

συνάρτηση. 

α β 

γ δ 



Πράγµατι, στο Σχήµα 6.3.1.α φαίνεται ότι, για  πεπερασµένο πλήθος όρων, Ν=100, η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκτίµησης 1µ̂  προσεγγίζει την κανονική 
συνάρτηση και επιπλέον: 1ˆ 2.1< µ >=  ισούται µε την πραγµατική τιµή της παραµέτρου. Η 
ακρίβεια του εκτιµητή  εκφράζεται από την διασπορά: 2 2

1ˆV( ) (0.15)µ = σ = .  
Στο Σχήµα 6.3.1.β παρίστανται υπό µορφή ιστογράµµατος οι εκτιµήσεις της τιµής της 
παραµέτρου µ, σύµφωνα µε τον εκτιµητή 2µ̂ . Καθώς ο εκτιµητής είναι άθροισµα 
γραµµικών και τετραγωνικών ακέραιων όρων που συσχετίζονται (όροι όπως n και n2), δεν 
ακολουθεί κανονική κατανοµή. Επιπλέον, ο µέσος όρος των εκτιµήσεων 2ˆ 2.079< µ >=  
αποκλίνει της πραγµατικής τιµής, επιδεικνύοντας ότι η εκτίµηση πάσχει από 
προκατάληψη. 
Ερώτηση: Παρατηρήσετε ότι 2ˆ 0.99< µ >= ⋅µ . Εξηγήσετε την σχέση µεταξύ εκτίµησης 
και πραγµατικής τιµής. 
Υπόδειξη: Βλέπε Παράδειγµα 6.1.3 
.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο Σχήµα 6.3.1.γ παρίστανται υπό µορφή ιστογράµµατος οι εκτιµήσεις της τιµής της 
παραµέτρου µ, σύµφωνα µε τον εκτιµητή 3µ̂ . Ο µέσος όρος των εκτιµήσεων 3ˆ 2.1< µ >=   

           
Σχήµα 6.3.2: Γραφική παράσταση, ως ιστογράµµατα, των εκτιµήσεων: α) 1µ̂ , β) 2µ̂  
και γ) 3µ̂ , της παραµέτρου µ καθώς και της διαφοράς: δ) 3 1ˆ ˆµ −µ . Οι εκτιµήσεις 
αντιστοιχούν σε 100000 δείγµατα, κάθε ένα αποτελούµενο από Ν=10 γεγονότα που 

ακολουθούν Poissonian συνάρτηση πιθανότητας: . 
n eP(n)
n!

−µµ ⋅
= .  

α β 

γ δ 



ισούται µε την πραγµατική τιµή της παραµέτρου και η διασπορά των εκτιµήσεων 3µ̂ είναι: 
2

3ˆV( ) (0.33)µ = , µεγαλύτερη της διασποράς 1ˆV( )µ , υποδεικνύοντας ότι ο εκτιµητής 3µ̂  
είναι ολιγότερο αποδοτικός 
Τέλος στο Σχήµα 6.3.1.δ, παρίσταται η διαφορά στις εκτιµήσεις της τιµής της 
παραµέτρου, 3 1ˆ ˆµ −µ , που επιτυγχάνονται εφαρµόζοντας τους εκτιµητές 3µ̂  και 1µ̂  στο 
ίδιο σύνολο , 1 2 3 100n ,n ,n , nK , πειραµατικών δεδοµένων: 3 1ˆ ˆ 0< µ −µ >=   
 
Στο Σχήµα 6.3.2 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα 100000 εκτιµήσεων της παραµέτρου µ 
από τα δεδοµένα ισάριθµων πειραµάτων, όταν σε κάθε πείραµα  συλλέγονται µόνο Ν=10 
µετρήσεις. Παρατηρήστε, ότι η δοµή των ιστογραµµάτων παρουσιάζει περιοδικά κενά ως 
συνέπεια του γεγονότος ότι οι εκτιµητές εκφράζονται από αθροίσµατα µικρού πλήθους 
ακεραίων. Ωστόσο, η γενική µορφή της κατανοµής των εκτιµήσεων  1µ̂  είναι 
«κωδωνοειδής», οµοιάζουσα µε κανονική, µε 1ˆ 2.1< µ >=  ίση µε την πραγµατική τιµή της 
παραµέτρου. Η ακρίβεια του εκτιµητή  εκφράζεται από την 
διασπορά: 2 2

1ˆV( ) (0.46)µ = σ = .  Ο εκτιµητής 2µ̂  πάσχει από προκατάληψη 

2 2ˆ ˆb E( ) 2.1 1.88 0.22= µ− µ = µ− < µ >= − = , ενώ ο εκτιµητής 3µ̂  είναι απροκατάληπτος 
( 3ˆ 2.1< µ >= ) αλλά λιγότερο αποδοτικός από τον εκτιµητή 1µ̂  ( 2

3ˆV( ) (1.02)µ = ). 
 
Ερώτηση: Ερµηνεύσετε την αριθµητική σχέση µεταξύ των τιµών των στατιστικών 
µεγεθών 1ˆV( )µ , 2 2ˆ ˆb E( )= µ− µ = µ− < µ >και 3ˆV( )µ  για δείγµατα των 100 και 1ο 
γεγονότων. 
 
 
Ερώτηση: Χρησιµοποιήσετε την µέθοδο των ορµών για να κατασκευάσετε τον εκτιµητή 
της διασποράς της τυχαίας µεταβλητής x, δεδοµένου ότι διαθέτετε Ν τιµές, 

{ }1 2 Nx x ,x , x= K . Δείξετε ότι η εκτίµηση πάσχει από προκατάληψη. 
Υπόδειξη:  

( )

( ) ( )

22 1

N22 1
i

i 1

V(x) M M

1ˆ ˆ ˆV(x) M M x x
N =

= −

= − = ⋅ − < >∑
 βλέπε Παράδειγµα 6.1.3 

 
 
 
Όσον αφορά στο προσδιορισµό του σφάλµατος  εκτίµησης,  µπορεί να αποδειχθεί εύκολα 
ότι: 

( ) ( )( )
( ) ( )

N 2jj 2 j j
i

i 1

j k j k j j

1 1ˆV(M ) V x M M
N N
1ˆ ˆcov M ,M M M M
N

=

+

⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⋅ − ⋅

∑
     6.3.5 

Πράγµατι: 
 
 
 
 



 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

N
jj j

i
i 1

2 2j j 2 j j j j

22 j j j 2 j

1 1ˆV(M ) V x V x
N N

1 1E x E x E x E x 2 x E x
N N
1 1E x E x M M
N N

=

⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − = ⋅ + − ⋅ ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − = ⋅ −⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

  

 

Ερώτηση: Δείξετε ότι: ( ) ( )j k j k j j1cov M ,M M M M
N

+= ⋅ − ⋅  

 
Βεβαίως οι σχέσεις 6.3.5 δεν έχουν χρηστική αξία διότι θα πρέπει να υπολογισθούν οι 
ορµές j jM x f (x; )dx= ⋅ θ∫ , όπου χρειάζεται να γνωρίζουµε τις τιµές των παραµέτρων. 

Αντ’  αυτών χρησιµοποιούµε τις εκτιµήσεις
N

j j

i 1

1M̂ x
N =

= ⋅∑ , για να ορίσουµε: 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

N 2jj 2 j j
i

i 1

^
j k j k j j

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆV(M ) V x M M
N N 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov M ,M M M M
N 1

=

+

⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟ −⎝ ⎠

= ⋅ − ⋅
−

∑
 6.3.6 

έχοντας αντικαταστήσει τον όρο 1N  µε τον όρο 1N 1−  προκειµένου να αποφευχθεί η 

προκατάληψη. 
Η ακρίβεια της εκτίµησης της τιµής των παραµέτρων, 1 2 k, ,θ θ θK , εκφράζεται από την 

διασπορά και συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών 1 2 k
ˆ ˆ ˆ, ,θ θ θK  οι οποίες ορίζονται ως 

λύσεις του συστήµατος 6.3.4, συναρτήσει των ορµών: 1 2 kr r r
i i
ˆ ˆ ˆ ˆf (M ,M , ,M )θ = K . Συνεπώς 

τα στοιχεία του πίνακα συνδιασποράς υπολογίζονται µε την µέθοδο της µετάδοσης 
σφαλµάτων, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 6.3.6. 

 
  
 
 
6.4 Μέθοδοι ορισµού συνεπών εκτιµητών – Μέθοδος της µεγίστης πιθανοφάνειας . 
Ένας άλλος, γενικότερος τρόπος κατασκευής συνεπών εκτιµητών αναφέρεται στην επιλογή 
µίας συνάρτησης a(x,θ) η οποία είναι συνάρτηση, επιπλέον της τυχαίας µεταβλητής x, και 
της παραµέτρου θ. Η συνάρτηση a(x,θ) επιλέγεται  ώστε το ολοκλήρωµα 

h(θ)= a(x,θ) f(x;θ)dx⋅∫  να έχει ως ρίζα, 
0

h( ) 0θ=θθ = , την πραγµατική τιµή, θ0, της 
παραµέτρου. 

 
Στη συνέχεια χρησιµοποιούνται οι Ν διαθέσιµες µετρήσεις για να ορισθεί η «πειραµατική» 
συνάρτηση ξ(θ): 

Ν

i
i 1

1ξ(θ) a(x ,θ)
Ν =

= ∑   6.4.1 

Προφανώς, λόγω του θεωρήµατος των µεγάλων αριθµών, ισχύει: 



0 0 0Νξ(θ ) Ε(a(x,θ )) h( )=0
→∞

⎯⎯⎯→ = θ    6.4.2 
και ο εκτιµητής της πραγµατικής τιµής της παραµέτρου θ,  ορίζεται ως η λύση της 
ακόλουθης εξίσωσης: 

0)θ̂ξ( =   6.4.3 
 
Αποδεικνύεται ότι µία από τις ρίζες της 6.4.3 αποτελεί συνεπή εκτίµηση της πραγµατικής 
τιµής της παραµέτρου, µε την προϋπόθεση ότι ισχύουν µερικές ακόµα συνθήκες: ότι η 
συνάρτηση ξ είναι διαφορίσιµη και ότι υπάρχουν οι µέσες τιµές της ξ και της µερικής της 
παραγώγου ως προς θ, καθώς και ότι η 6.4.3 µπορεί να αντιστραφεί. 
 

Στην περίπτωση όπου επιλέγουµε: lnf(x;θ)a(x,θ)
θ

∂
=

∂
, όπου f(x;θ)  είναι η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής x, και µε την επιπλέον συνθήκη να 

υπάρχουν οι αναµενόµενες τιµές των µεταβλητών: 
0 0

2

2θ θ θ θ

lnf(x;θ) lnf(x;θ)και
θ θ= =

∂ ∂

∂ ∂
, 

καθώς µε την απαίτηση: οι τελεστές dx και
θ
∂

∂∫  να µετατίθενται, καταλήγουµε σε ένα 

εκτιµητή της παραµέτρου µε σηµαντικές ιδιότητες. Τον εκτιµητή µεγίστης πιθανοφάνειας -  
maximum likelihood estimator. 
 
Χρησιµοποιώντας την συνθήκη κανονικοποίησης, εύκολα αποδεικνύουµε ότι: 

( )

( )

( )

0

0

0
0

0
0

θ θ

θ θ

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

f(x;θ) dx 1

f(x;θ) dx 0
θ

f(x;θ)f(x;θ) dx 0
θ f(x;θ)

ln f(x;θ) f(x;θ) dx 0
θ

=

=

= =

=
=

=

∂
=

∂

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∂
⋅ =

∂

∫

∫

∫

∫

 

Ή άλλως: 

( )
0θ θ

Ε ln f(x;θ) 0
θ =

∂⎡ ⎤ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 6.4.4 

 
Πράγµατι, η αναµενόµενη τιµή της επιλεγείσας συνάρτησης µηδενίζεται όταν η τιµή της 
παραµέτρου γίνει ίση της πραγµατικής τιµής. 

Επιπλέον, επειδή η «πειραµατική συνάρτηση» 
0

N
1

i
i 1

( ) lnf(x ; )
θ

−
θ=θ

=

∂
ξ θ = Ν θ

∂∑  συγκλίνει,  

όταν το πλήθος των πειραµατικών γεγονότων τείνει στο άπειρο, ως: 

( )
0

0 Ν
θ θ

ξ(θ ) Ε ln f(x;θ) 0
θ→∞

=

∂⎡ ⎤⎯⎯⎯→ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 6.4.5 

 η εκτίµηση της πραγµατικής τιµής της παραµέτρου δίνεται ως λύση της εξίσωσης: 



N
i

1 2 N
ˆˆi 1

N

1 2 N i
i 1

ln f(x ; )ˆξ(θ) lnL(x ,x , x ; ) 0 όπου

L(x ,x , x ; ) f(x ; ) είναι η συνάρτηση πιθανοφάνειας

= θ=θθ=θ

=

∂ θ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = θ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ∂θ⎝ ⎠⎝ ⎠

θ = θ

∑

∏

K

K
   6.4.6 

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι η λύση της 6.4.2 αντιστοιχεί σε µέγιστο της συνάρτησης 
πιθανοφάνειας. Πράγµατι, παραγωγίζοντας τα δύο µέλη της 6.4.4 ως προς την παράµετρο 
θ, καταλήγουµε ότι: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0

00

00

2 2

2

2 2

2

ln f(x;θ)
f(x;θ)dx 0

θ θ

ln f(x;θ) ln f(x;θ)
f(x;θ)dx f(x;θ)dx 0

θ θ

ln f(x;θ) ln f(x;θ)
0

θ θ

θ=θ

θ=θθ=θ

θ=θθ=θ

∂⎛ ⎞∂
⋅ =⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎡ ⎤
⎜ ⎟⋅ + ⋅ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞
⎢ ⎥Ε +Ε =⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

∫ ∫     6.4.7 

Επιπλέον, η  παράγώγος της πειραµατικής συνάρτησης ξ(θ), όταν το Ν τείνει στο άπειρο, 
συγκλίνει ως: 

2 2N
1

i2 2
i 1

( ) lnf(x ; ) lnf(x; )
θ θ

−

Ν→∞
=

⎡ ⎤∂ξ θ ∂ ∂
= Ν θ →Ε θ⎢ ⎥∂θ ∂ ∂⎣ ⎦

∑  6.4.8 

Ώστε, από τις σχέσεις 6.4.7 και 6.4.8, καταλήγουµε ότι: 

0
0

2( ) lnf(x; ) 0
θΝ→∞θ=θ

θ=θ

⎡ ⎤∂ξ θ ∂⎛ ⎞→ −Ε θ <⎢ ⎥⎜ ⎟∂θ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
                    6.4.9 

( η αναµενόµενη τυχαίας µεταβλητής, που δέχεται µόνο θετικές τιµές, είναι µεγαλύτερη 
από το µηδέν). Επειδή η εκτίµηση είναι συνεπής, βλέπε σχέση 6.4.4, χρησιµοποιώντας 
στην σχέση 6.4.9  ότι 0

ˆ
Ν→∞

θ → θ , καταλήγουµε: 

0

2

ˆ

( ) lnf(x; ) 0
θΝ→∞θ=θ

θ=θ

⎡ ⎤∂ξ θ ∂⎛ ⎞→ −Ε θ <⎢ ⎥⎜ ⎟∂θ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
  6.4.10 

Δηλαδή ότι η εκτίµηση 6.4.6 αντιστοιχεί σε µέγιστο της συνάρτησης πιθανοφάνειας. 
 
Αποδεικνύεται επίσης1 ότι στο ασυµτωτικό όριο , Ν→∞ , η εκτίµηση 6.4.6 αντιστοιχεί 
στο απόλυτο µέγιστο της συνάρτησης πιθανοφάνειας. Βεβαίως, για κάθε πρακτική χρήση 
της µεθόδου µε πεπερασµένο πλήθος παρατηρήσεων, δεν υπάρχει τρόπος να εγγυάται ότι 
το µέγιστο που βρέθηκε αντιστοιχεί σε ένα απόλυτο ή ένα από τα τοπικά µέγιστα της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας.  
 

Ερώτηση: Δείξετε ότι η τυχαία µεταβλητή i
i 1

ln L(x; ) ln f (x ; )
Ν

=

∂ ∂ ⎛ ⎞
θ = θ⎜ ⎟∂θ ∂θ ⎝ ⎠

∑  έχει µέση 

τιµή ίση µε το µηδέν και διασπορά ίση µε ΝΙ(θ), όπου Ι(θ) είναι η πληροφορία που 
µεταφέρει κάθε ένα από τα πειραµατικά δεδοµένα αναφορικά µε την παράµετρο θ. 
Υπόδειξη: Χρησιµοποιώντας την σχέση 6.4.7, βρίσκουµε για την αναµενόµενη τιµή ότι: 

                                                
1 Eadie et al  σελίδα 123  και υποενότητα 6.5 



i
i 1

E ln L(x; ) E ln f (x ; ) N E ln f (x; )

N ln f (x; ) f (x; )dx 0

Ν

=

∂ ∂ ∂⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤θ = θ = ⋅ θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂θ ∂θ ∂θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∂⎛ ⎞= ⋅ θ ⋅ θ =⎜ ⎟∂θ⎝ ⎠

∑

∫
 6.4.11 

Από την σχέση 6.4.11 και τις ιδιότητες της διασποράς καταλήγουµε ότι: 
 

i
i 1

2
2

0I( )

V ln L(x; ) V ln f (x ; ) N V ln f (x; )

ln f (x; )N ln f (x; ) f (x; )dx f (x; )dx

( )

Ν

=

θ

∂ ∂ ∂⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤θ = θ = ⋅ θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂θ ∂θ ∂θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂ θ⎜ ⎟⎛ ⎞= ⋅ θ ⋅ θ − ⋅ θ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= Ν ⋅Ι θ

∑

∫ ∫
1 4 4 44 2 4 4 4 431 4 4 4 44 2 4 4 4 4 43

   6.4.12 

 
 
 
Παράδειγµα 6.4.1 
Ας θεωρήσουµε την περίπτωση που µία φυσική σταθερά µετρείται σε Ν διαφορετικά 
πειράµατα. Θα χρησιµοποιούµε το σύµβολο µ για να παραστήσουµε την αληθή τιµή της 
φυσικής σταθεράς. Θα υποθέσουµε επίσης ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του 
αποτελέσµατος κάθε πειράµατος, ix (i 1,2,3 N)= K , είναι κανονική συνάρτηση, µε µέση 
τιµή την αληθή τιµή της φυσικής σταθεράς και  διασπορά, 2

iσ  , που διαφέρει από πείραµα 
σε πείραµα.  
Η πιθανοφάνεια που χαρακτηρίζει τα αποτελέσµατα των Ν πειραµάτών, εκφράζεται 
συναρτήσει των µετρήσεων, ως: 

( )

( ) ( )

2
i

2
xN
2

i 1 i

2N
i

i 2
i 1

1L e
2

x1ln L ln 2 ln
2 2

ι

−µ
−

⋅σ

=

= ι

= ⋅
⋅ π ⋅σ

⎡ ⎤−µ
= − ⋅ π − σ −⎢ ⎥

⋅σ⎢ ⎥⎣ ⎦

∏

∑
  6.4.13 

Η συνθήκη µεγιστοποίησης της πιθανοφάνειας: 

i
2

i 1 iˆ

ˆxln L 0
Ν

=µ=µ

⎛ ⎞ −µ∂
= =⎜ ⎟∂µ σ⎝ ⎠
∑    6.4.14 

καταλήγει στην εκτίµηση: 
N

i
2

i 1 i
N

2
i 1 i

x

ˆ
1

=

=

σ
µ =

σ

∑

∑
   6.4.15 

Παρατηρήστε ότι η εκτίµηση  6.4.15 είναι το βεβαρηµένο άθροισµα των µετρήσεων, όπου 
κάθε µέτρηση βαρύνεται µε το αντίστροφο της διασποράς της. 
 
Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι η εκτίµηση 6.4.15 είναι ελεύθερη προκατάληψης. 
Πράγµατι η αναµενόµενη τιµή της εκτίµησης υπολογίζεται ως: 
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⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦
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∑ ∑ ∑
  6.4.16 

Δηλαδή ίση µε την αληθή τιµή. 
  
Η ακρίβεια της εκτίµησης εκφράζεται από την διασπορά της (τυχαίας µεταβλητής) µ̂ , ως: 

[ ] [ ]( )
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⎡ ⎤⎛ ⎞
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⎛ ⎞
⎜ ⎟σ⎝ ⎠
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 6.4.17 

Επειδή τα πειράµατα είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους, ισχύει ότι: 

[ ]i j i j i j

0 i j
cov x , x E x x E x E x

V(x) i j
= για ≠⎧

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅ ⎨⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ = για =⎩
 

Συνεπώς: 
[ ] 2

i j

i j 2 2 2
i i

E x E x i j
E x x

E x i j

⎧ ⎡ ⎤⋅ = µ για ≠⎣ ⎦⎪⎡ ⎤⋅ = ⎨⎣ ⎦ ⎡ ⎤ = σ −µ για =⎪ ⎣ ⎦⎩
  6.4.18 

Αντικαθιστώντας την σχέση 6.4.18 στην 6.4.17, καταλήγουµε ότι: 
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⎜ ⎟
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−µ =⎜ ⎟
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Η πληροφορία, αναφορικά µε την παράµετρο µ, που εµπεριέχεται στις Ν µετρήσεις 
υπολογίζεται ως: 

2 N N
i

2 2 2
i 1 i 1i i

N N

2 2
i 1 i 1i i

xln LI( )

1 1

= =

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤∂ ∂ µ
µ = −Ε = −Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥∂µ ∂µ σ σ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤
= −Ε − =⎢ ⎥σ σ⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
 6.4.20  

Συγκρίνοντας µε την σχέση 6.4.19 καταλήγουµε ότι: 

[ ] 1ˆV
( )

µ =
Ι µ

  6.4.21 

δηλαδή ότι ο εκτιµητής 6.4.15 έχει διασπορά ίση µε το όριο που θέτει η ανισότητα των 
Cramer-Rao, για έναν εκτιµητή χωρίς προκατάληψη. Η σχέση 6.4.21 αποδεικνύει ότι ο 
εκτιµητής που ορίσθηκε δια την συνθήκης µεγιστοποίησης της πιθανοφάνειας, σχέση 
6.4.15, είναι αποδοτικός εκτιµητής. 
Η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει για όλους τους εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας. Θα 
αποδείξουµε όµως στην επόµενη υποενότητα ότι, εάν υπάρχει ένας αποδοτικός εκτιµητής 
χωρίς προκατάληψη τότε, ο εκτιµητής µεγίστης πιθανοφάνειας είναι αποδοτικός και δεν 
πάσχει από προκατάληψη. 

 
Παράδειγµα 6.4.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           
Σχήµα 6.4.1: Γραφική παράσταση, υπό µορφή ιστογράµµατος, των αποτελεσµάτων 
εκτίµησης παραµέτρου µε την σχέση 6.4.15. Οι συνεχείς γραµµές αναπαριστούν 
γραφικά κανονιµές συναρτήσεις µε παραµέτρους που περιγράφονται στο κείµενο. 

α 

β 



Στο Σχήµα 6.4.1 παρίστανται, υπό µορφή ιστογράµµατος τα αποτελέσµατα δύο 
πειραµατικών διαδικασιών, αντίστοιχων των διαδικασιών που περιγράφηκαν στο 
Παράδειγµα 6.4.1. Συγκεκριµένα, το Σχήµα 6.4.1.α αντιστοιχεί στη συλλογή µετρήσεων 
της τιµής κάποιας φυσικής ποσότητας, µε αληθή τιµή 100, από τρία διαφορετικά 
πειράµατα. Υποθέσαµε ότι η µέτρηση σε κάθε πείραµα χαρακτηρίζεται από κανονική 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (δηλ. η διακριτική ικανότητα των µετρητικών 
οργάνων περιγράφεται από συνάρτηση  Gauss)  µε διασπορά, 2σ , που ποικίλει ανά 
πείραµα. Επιλέξαµε τις τιµές: 2 2 2 2 2 2

1 2 35 , 6 , 7σ = σ = σ = , για τα τρία αντίστοιχα πειράµατα. 
Μετά από κάθε πειραµατική διαδικασία η τιµή της φυσικής ποσότητας εκτιµήθηκε, 
σύµφωνα µε την συνθήκη της µέγιστης πιθανοφάνειας, µε την σχέση 6.4.15. Προκειµένου 
να δείξουµε τις στατιστικές ιδιότητες του εκτιµητή, επαναλάβαµε την πειραµατική 
διαδικασία πολλές φορές (1000000) και τα αποτελέσµατα κάθε εκτίµησης παρίστανται ως 
ιστόγραµµα στο Σχήµα 6.4.1.α σε σύγκριση µε την γραφική παράσταση κανονικής 

συνάρτησης µε παραµέτρους: µ=100 και 

1
2

2 2 2

1 1 1
5 6 7

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 , σύµφωνα µε τις 

σχέσεις 6.4.16 και 6.4.19.   
Στο Σχήµα 6.4.2.β, παρίστανται τα αποτελέσµατα άλλου αριθµητικού πειράµατος όπου 
χρησιµοποιήθηκαν Ν=10 µετρήσεις που ακολουθούν κανονικές κατανοµές µε µέση 
(αληθή) τιµή µ=100 και 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 101 , 2 , 3 , 10σ = σ = σ = σ =K . Τα αποτελέσµατα από 
µεγάλο πλήθος εκτιµήσεων, σύµφωνα µε την εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας 6.4.15, 
συγκρίνονται µε την γραφική παράσταση κανονικής συνάρτησης µε µ=100 και 

1
10 2

2
i 1

1
i

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞σ = ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ . 

 
 
 
 
6.5 Ιδιότητες της µεθόδου µεγίστης πιθανοφάνειας . 
Στην επόµενη υποενότητα θα µελετήσουµε τις ασυµπτωτικές ιδιότητες (N→∞ ) των 
εκτιµητών που ορίζονται µε την µέθοδο της µεγίστης πιθανοφάνειας. Για πεπερασµένο 
πλήθος παρατηρήσεων, υπάρχει µόνο µία περίπτωση όπου ο εκτιµητής της µέγιστης 
πιθανοφάνειας έχει ιδανικές ιδιότητες. Αυτή είναι η περίπτωση όπου η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας µπορεί να γραφεί σε εκθετική µορφή: 
f (x;θ)=exp[α (x) a (θ) +β (x) + c (θ)] 6.5.1 

 
Υπενθυµίζεται ότι αυτός ο συναρτησιακός τύπος πυκνότητας πιθανότητας (βλέπε 
υποενότητα 5.5 και σχέση 5.5.1), σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Darmois, επιδέχεται 

επαρκείς στατιστικές συναρτήσεις. Συγκεκριµένα, η στατιστική συνάρτηση 
N

i
i 1

R α(x )
=

=∑  

και κάθε µονοτονική συνάρτηση της R (επί παραδείγµατι η στατιστική συνάρτηση  
N

1 1 N i
i 1

1t(x) t(x , x , , x ) α(x )
N =

= = ⋅∑K  ) είναι επαρκείς στατιστικές συναρτήσεις. 

 
Όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ανήκει στην εκθετική κατηγορία 6.5.1, η  
πιθανοφάνεια γράφεται ως:  
 



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N
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L x;θ exp α(x ) a θ β(x ) c θ

lnL x;θ α(x ) a θ β(x ) c θ N

=

= =

= ⋅ + +⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⋅ + + ⋅

∏

∑ ∑
  6.5.2 

όπου { }1 2 Nx x ,x , , x= K  
 

  
Υπό τις συνθήκες οµαλότητας που έχουµε πολλαπλώς αναφέρει, ισχύει ότι: 
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 6.5.3 

Ώστε για κάθε αληθή τιµή της παραµέτρου θ, οι σχέσεις 6.5.2 και 6.5.3 υποστηρίζουν ότι: 

( ) [ ] ( )

[ ]

( )

( )

N

i
i 1

0

0

a(x )

N

i 0
i 1
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Συνεπώς, εάν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι της µορφής 6.5.1, η στατιστική 
συνάρτηση t(x)  είναι µη προκαταληµένος εκτιµητής της ποσότητας r(θ0) , όχι κατ΄ 
ανάγκη της αληθούς τιµής της παραµέτρου θ, θ0. Μόνο στην ειδική περίπτωση όπου 

r(θ)=θ ο εκτιµητής 
N

1 1 N i
i 1

1ˆ t(x) t(x , x , , x ) α(x )
N =

θ = = = ⋅∑K  αναφέρεται στην  

αποδοτική και χωρίς προκατάληψη εκτίµηση της αληθούς τιµής θ0.  
 
Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι η µέθοδος της µεγίστης πιθανοφάνειας καταλήγει 
ακριβώς στον ίδιο εκτιµητή για την ποσότητα-παράµετρο r(θ). Πράγµατι, σύµφωνα µε την 
συνθήκη µέγιστης πιθανοφάνειας, ο εκτιµητής της πραγµατικής τιµής της παραµέτρου θ 

ορίζεται ως η λύση της εξίσωσης: ( )
ˆθ θ

dlnL x;θ
0

dθ
=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Παραγωγίζοντας την σχέση 6.5.2 καταλήγουµε ότι: 
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  6.5.6 

 

Η εκτίµηση, 
N

i
i 1

1ˆr(θ)= α(x )
N =

⋅∑ ,  µε την µέθοδο της µεγίστης πιθανοφάνειας,  θα συµπεριφέρεται ως 

τυχαία µεταβλητή. Όπως αποδείχθηκε µε την σχέση 6.5.5, η αναµενόµενη τιµή της εκτίµησης 

ισούται µε την αληθή τιµή της ποσότητας: 
N

i 0
i 1

1ˆr(θ) =Ε α(x ) r(θ )
N =

⎡ ⎤⎡ ⎤Ε ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ . Κατά συνέπεια, όταν η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας έχει την εκθετική µορφή 6.5.1, η εκτίµηση, µε την µέθοδο της 
µεγίστης πιθανοφάνειας, της ποσότητας r(θ) δεν πάσχει από προκατάληψη. 
 
Επιπλέον, η δειγµατική κατανοµή του εκτιµητή t, q(t;θ) , εκφράζεται από την υπό συνθήκη 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 
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Εύκολα διαπιστώνεται ότι η δειγµατική κατανοµή είναι εκθετικής µορφής. Πράγµατι: 
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 6.5.7 

Σύµφωνα µε όσα δείξαµε στην παράγραφο 6.2, η εκτίµηση της ποσότητας r(θ) µε την 
στατιστική συνάρτηση t είναι επί πλέον και εκτίµηση ελάχιστης διασποράς (Cramer-Rao). 
Η διασπορά του εκτιµητή, t, εκφράζεται συναρτήσει της πληροφορίας ως: 
 

( ) 0

2

2
r θ r(θ )

1V(t)
d lnLE
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=
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  6.5.8 

 



Εν κατακλείδι, εάν υπάρχει αποδοτικός και χωρίς προκατάληψη εκτιµητής της ποσότητας 

( )

( )

( )

dc θ
dθ

r θ
da θ
dθ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
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 (δηλαδή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας να γράφεται υπό την 

εκθετική µορφή 6.5.1 ) τότε o εκτιµητής αυτός συµπίπτει µε τον εκτιµητή µέγιστης 
πιθανοφάνειας. Επισηµαίνεται ότι στην περίπτωση που δεν υπάρχει τέτοιος εκτιµητής 
η µέθοδος της µεγίστης πιθανοφάνειας δεν οδηγεί απαραίτητα σε αποδοτική και 
χωρίς προκατάληψη εκτίµηση. 
 
Παράδειγµα 6.5.1 
Στο Παράδειγµα 5.5.3 δείξαµε ότι η κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
γράφεται ως εκθετική συνάρτηση της µορφής 6.5.1. Εύκολα µπορεί να δει κανείς ότι η 

στατιστική συνάρτηση 
N

1
1 i

i 1

R 1t (x) x
N N =

= = ⋅∑  αποτελεί αποδοτικό και χωρίς προκατάληψη 

εκτιµητή της παραµέτρου µ. Πράγµατι, η ποσότητα στην οποία αναφέρεται ο εκτιµητής t1, 
σύµφωνα µε την σχέση 6.5.4 είναι: 
 

2

2

1
2

µc ln 2πσ
2σ

a µ
σ

⎛ ⎞∂∂ ⎡ ⎤− −⎜ ⎟⎣ ⎦∂µ∂µ ⎝ ⎠− = − = µ
∂ ∂ ⎛ ⎞

⎜ ⎟∂µ ∂µ ⎝ ⎠

 6.5.9 

Ωστόσο η στατιστική συνάρτηση R2 δεν αναφέρεται αποκλειστικά στην παράµετρο σ όπως 
εύκολα µπορεί να δεί κανείς από την σχέση 6.5.10.  

2

2

2
2

µc ln 2πσ
2σ

a 1
σ

⎛ ⎞∂∂ ⎡ ⎤− −⎜ ⎟⎣ ⎦∂σ ⎝ ⎠∂σ− = − ≠ σ
∂ ∂ ⎛ ⎞

⎜ ⎟∂σ ∂σ ⎝ ⎠

  6.5.10 

Συνεπώς, η εκθετική µορφή της κανονικής συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας δεν 
διασφαλίζει την ύπαρξη εκτιµητή µεγίστης πιθανοφάνειας, χωρίς προκατάληψη, για την 
παράµετρο σ.  
Πράγµατι, εάν κανείς διαθέτει Ν µετρήσεις της ιδίας φυσικής ποσότητας, οι οποίες 
λήφθηκαν µε το ίδιο µετρητικό όργανο και χαρακτηρίζονται από κανονική συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας, θα µπορούσε να επιχειρήσει την σύγχρονη εκτίµηση της αληθούς 
τιµής της φυσικής ποσότητας , µ, και της διακριτικής ικανότητας του οργάνου, σ, µε την 
µέθοδο της µεγίστης πιθανοφάνειας εκφρράοντας την πιθανοφάνεια ως:  

2
i

2
(x )N
2

i 1

1L(x; , ) e
2

−µ
−

⋅σ

=

µ σ = ⋅
πσ

∏ ¨ 

 
Και απαιτώντας την σύγχρονη ικανοποίηση των ακολούθων συνθηκών: 
 
 



 

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ln L(x; , ) 0

ln L(x; , ) 0

µ=µ
σ=σ

µ=µ
σ=σ

⎫⎛ ⎞∂ µ σ
= ⎪⎜ ⎟∂µ⎝ ⎠ ⎪⎪

⎬
∂ µ σ⎛ ⎞ ⎪=⎜ ⎟ ⎪∂σ⎝ ⎠ ⎪⎭

 

ορίζονται οι ακόλουθοι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας: 

( )

N

i
i 1
N

2
i

i 1

1ˆ x

1ˆ ˆx

=

=

µ = ⋅
Ν

σ = ⋅ −µ
Ν

∑

∑
 

Είναι προφανές, ότι η εκτίµηση της παραµέτρου σ πάσχει από προκατάληψη. 
 
 
 
 
 
 
6.6  Ασυµπτωτικές ιδιότητες της µεθόδου µεγίστης πιθανοφάνειας. 
Είναι σηµαντικό να διακρίνουµε µεταξύ των ιδιοτήτων του εκτιµητή µέγιστης 
πιθανοφάνειας που αντιστοιχούν σε ένα πεπερασµένο δείγµα, πλήθους Ν, τιµών της 
ποσότητας x, και των ασυµπτωτικών ιδιοτήτων (Ν→∞) του εκτιµητή. 
 
Ασυµπτωτικά, όπως δείξαµε στην υποενότητα 6.4, η εκτίµηση  µέγιστης πιθανοφάνειας  
είναι συνεπής. Δηλαδή ένα από τα µέγιστα του λογαρίθµου της πιθανοφάνειας βρίσκεται 
αυθαίρετα κοντά στην πραγµατική τιµή της παραµέτρου. Παράλληλα, όπως θα δείξουµε σ΄ 
αυτή την υποενότητα,  αυτοί οι εκτιµητές είναι ασυµπτωτικά µη προκατειληµµένοι. 
Επιπλέον, θα αποδείξουµε ότι ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας πλησιάζει στο όριο 
µέγιστης ευαισθησίας, δηλαδή τό όριο  που ορίζει ηανισότητα των Cramer-Rao. 
 
Έστω  n επαναλήψεις της ίδιας πειραµατικής διαδικασίας. Σε κάθε πείραµα συλλέγονται  Ν 
µετρήσεις, { }1 1 Nx x ,x , , x= K , της φυσικής ποσότητας Χ. Θα συµβολίζουµε ως f (x, )θ  την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας κάθε µέτρησης και ας ορίσουµε τις τυχαίες 

µεταβλητές
N

i
i 1

ˆL(x; ) f (x , ), L(x; ) ,
=

θ = θ ∂ θ ∂θ θ∏ . Οι τυχαίες µεταβλητές θα λάβουν, κατά 

την επανάληψη της πειραµατικής διαδικασίας, τις ακόλουθες τιµές:   
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2
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1 2 N i
i 1 ˆθ=θ

2 2 2 2N
2 2 2 2 2 2 2
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1 2

lnL (x |θ) lnL (x |θ)x x ,x , ,x L (x |θ) f(x |θ), , 0
θ θ

lnL (x |θ) lnL (x |θ)x x ,x , ,x L (x |θ) f(x |θ), , 0
θ θ

x x ,x

=

=

⎛ ⎞∂ ∂
= → = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
= → = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=

∏

∏

K

K

K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K

{ }
n

n n n nN
n n n n n

N i
i 1 ˆθ=θ

lnL (x |θ) lnL (x |θ), ,x L (x |θ) f(x |θ), , 0
θ θ=

⎛ ⎞∂ ∂
→ = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∏K

  6.6.1 



όπου ο υπερυψωµένος δείκτης στις εκφράσεις 6.6.1 δηλώνει τον αύξοντα αριθµό της 
πειραµατικής διαδικασίας προέλευσης των µετρήσεων.  
 
Παράδειγµα 6.6.1 
Έστω ότι σε ένα πείραµα µετρείται ο χρόνος ζωής, t, βραχύβιων φυσικών καταστάσεων. 
Για τις µετρήσεις χρησιµοποιούνται  ιδανικές µετρητικές συσκευές, χωρίς πειραµατικά 
σφάλµατα και περιορισµούς στην γεωµετρική τους αποδοχή ή στην αποδοτικότητά τους. 
Σε κάθε επανάληψη του πειράµατος παράγονται Ν τέτοιες καταστάσεις και µετρείται ο 
χρόνος που µεσολαβεί µέχρι την διάσπαση κάθε µίας από αυτές: { }1 1 Nt t , t , , t= K  . Το 
πείραµα επαναλαµβάνεται n φορές. 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου ζωής, είτε πρόκειται για ραδιενεργούς 
πυρήνες ή βραχύβια σωµατίδια ή έµβια συστήµατα, εκφράζεται από την εκθετική 
συνάρτηση: 

t1f (t; ) e , t 0
−
λλ = ⋅ ≥

λ
  6.6.2 

Εύκολα βρίσκει κανείς ότι η παράµετρος λ εκφράζει τον µέσο χρόνο ζωής (την 
αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής t) των φυσικών καταστάσεων: Ε[t]=λ. Στο 
συγκεκριµένο παράδειγµα, η αληθής τιµή του µέσου χρόνου ζωής, λ0, ισούται µε 2 σε 
κάποιες αυθαίρετες µονάδες χρόνου. 
 
Η τιµή της παραµέτρου λ εκτιµάται σε κάθε επανάληψη του πειράµατος µε την µέθοδο της 

µεγίστης πιθανοφάνειας . Οι τυχαίες µεταβλητές 
N

i
i 1

ˆL( t ; ) f (t , ), L( t ; ) ,
=

λ = λ ∂ λ ∂λ λ∏  

ορίζονται ως: 
j
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j

tN
j

i 1
N

j
j i
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N
j j

i
ˆ i 1

1L ( t ; ) e

t
ln L ( t ; )

ln L( t ; ) 1ˆ0 t

−
λ

=

=

=λ=λ

λ = ⋅
λ

∂ λ Ν
= − +

∂λ λ λ
∂ λ⎛ ⎞ = ⇒λ = ⋅⎜ ⎟∂λ Ν⎝ ⎠

∏

∑

∑

  6.6.3 

όπου j=1,2,3,…,n 
 
Στο Σχήµα 6.6.1 παρίστανται, υπό µορφή ιστογράµµατος, οι τιµές των µεταβλητών 
( )

0

ˆL( t ; ) ,
λ=λ

∂ λ ∂λ και λ  , όπως προκύπτουν από n=10000 πειράµατα, όπου σε κάθε 

πείραµα  Ν=9. Η αναµενόµενη τιµή  και η διασπορά των 
µεταβλητών, ( )

0

ˆL( t ; )
λ=λ

∂ λ ∂λ και λ , υπολογίσθηκαν από τις διαθέσιµες τιµές και 

βρέθηκαν ίσες µε:  
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1ˆ ˆ ˆE 2
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1 L ( t ; )V L( t ; ) L( t ; ) 1.5
n 1
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λ=λ λ=λ
= λ=λ

=

λ=λ λ=λ
= λ=λ

=

⎛ ⎞∂ λ
∂ λ ∂λ < ∂ λ ∂λ >= =⎜ ⎟∂λ⎝ ⎠

λ < λ >= λ =

⎛ ⎞∂ λ
∂ λ ∂λ − < ∂ λ ∂λ > =⎜ ⎟− ∂λ⎝ ⎠
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−

∑

∑

∑

∑

;

;
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  6.6.4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αντίστοιχα, στο Σχήµα 6.6.2 παρίστανται οι τιµές των µεταβλητών 
( )

0

ˆL( t ; )
λ=λ

∂ λ ∂λ και λ  , όπως προκύπτουν από n=10000 πειράµατα, όπου σε κάθε 

πείραµα  Ν=10000. Η αναµενόµενη τιµή  και η διασπορά των 
µεταβλητών, ( )

0

ˆL( t ; )
λ=λ

∂ λ ∂λ και λ , υπολογίσθηκαν από τις διαθέσιµες τιµές και 

βρέθηκαν ίσες µε:  
 

      
 
Σχήµα 6.6.1: Γραφική αναπαράσταση σε ιστόγραµµα των τιµών των τυχαίων 
µεταβλητών ( )

0

ˆ) L( t ; ) )
λ=λ

α ∂ λ ∂λ και β λ , για Ν=9, όπως υπολογίζονται από 

τα πειραµατικά δεδοµένα ( { }j j j j
1 2 9t t , t , , t , j 1,2, ,10000= =K K )  από τις σχέσεις 

6.6.3. 

α) 
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0

L( t ; )
λ=λ

∂ λ ∂λ  



( )( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

0 0

0

in

i 1

n

i
i 1

2in
2

i 1

n 2 2
i

i 1

1 L ( t ; )E L( t ; ) L( t ; ) 0
n

1ˆ ˆ ˆE 2
n

1 L ( t ; )V L( t ; ) L( t ; ) 50
n 1

1ˆ ˆ ˆV 0.02
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⎛ ⎞∂ λ
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Σχήµα 6.6.2: Γραφική αναπαράσταση σε ιστόγραµµα των τιµών των τυχαίων 
µεταβλητών ( )

0

ˆ) L( t ; ) )
λ=λ

α ∂ λ ∂λ και β λ , για Ν=10000, όπως 

υπολογίζονται από τα πειραµατικά δεδοµένα 
( { }j j j j

1 2 9t t , t , , t , j 1,2, ,10000= =K K )  από τις σχέσεις 6.6.3. Η συνεχείς 
γραµµές παριστούν γραφικά κανονικές συναρτήσεις, µε παραµέτρους ίσες µε:        
α) µ=0 και σ=50  , β) µ=2 και σ=0.02 

α) 

β) 

λ̂  

( )
0

L( t ; )
λ=λ

∂ λ ∂λ  



Απλή σύγκριση µεταξύ των γραφικών αναπαραστάσεων στα Σχήµατα 6.6.1 και 6.6.2 αρκεί 
να πείσει τον αναγνώστη ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που περιγράφει τις 
τυχαίες µεταβλητές ( )

0

ˆL( t ; )
λ=λ

∂ λ ∂λ και λ εξαρτάται από το πλήθος, Ν, των 

µετρήσεων.  
Επισηµαίνεται επίσης ότι στην περίπτωση όπου Ν=10000, οι τυχαίες µεταβλητές 
περιγράφονται ικανοποιητικά από κανονικές συναρτήσεις µε µέση τιµή και σ σε πλήρη 
συµφωνία µε την αναµενόµενη τιµή και την διασπορά που υπολογίσθηκαν από τα 
πειραµατικά δεδοµένα µε τις σχέσεις 6.6.5. 
 
 
 
 Σύµφωνα µε τις σχέσεις 6.4.11.και 6.4.12, η αναµενόµενη τιµή  της τυχαίας µεταβλητής 

( )lnL x;θ
θ

∂

∂
,  ισούται µε µηδέν : 

( ) ( ) ( ) 1 2 N

lnL x;θ lnL x;θ
E L θ dx dx dx 0

θ θ
∂ ∂⎛ ⎞

= ⋅ =⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

∫ K  6.6.6 

και έχει διασπορά ίση µε:  
2 2

1 2 Ν

2 2

1 2 Ν2 2

lnL(x;θ) lnL(x;θ) lnL(x;θ)V E 0 L(x;θ)dx dx dx
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 6.6.7 

Παράδειγµα 6.6.2 
Οι σχέσεις 6.6.6 και 6.6.7 ισχύουν για κάθε τιµή του Ν, του πλήθους των παρατηρήσεων. 

Στην περίπτωση του παραδείγµατος 6.6.1, η µέση τιµή της µεταβλητής ( )lnL x;λ∂

∂λ
 

βρέθηκε να είναι ίση µε µηδέν για Ν=9 και Ν=10000. Επιπλέον: 
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K
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σε άριστη συµφωνία µε τις τιµές (1.5)2 και (50)2 που βρέθηκαν από τα δεδοµένα του 
αριθµητικού παραδείγµατος. 
  

Παρατηρήστε επίσης ότι  η έκφραση:  
N N

i
i

i 1i 1

lnf(x ;θ)lnL(x;θ) ln f(x ;θ)
θ θ θ==

∂∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂∑∏  αποτελεί 

το άθροισµα των Ν τυχαίων µεταβλητών ilnf(x ;θ)
θ

∂

∂
. Συνεπώς, το θεώρηµα του κεντρικού 



ορίου εγγυάται ότι η τυχαία µεταβλητή 
θ
lnL
∂

∂  θα χαρακτηρίζεται από κανονική συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας, καθώς το πλήθος των παρατηρήσεων, Ν, τείνει προς το άπειρο 
(στο ασυµπτωτικό όριο).  
Πράγµατι, στο παράδειγµα 6.6.1 η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής 
θ
lnL
∂

∂  , στην περίπτωση όπου το Ν είναι µεγάλος αριθµός (Ν=10000), 

περιγράφεται ικανοποιητικά από κανονική συνάρτηση µε παραµέτρους που δίνονται από 
τις σχέσεις 6.6.6 και 6.6.7 . Αντίθετα, όταν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι µικρό οι 

τιµές της τυχαίας µεταβλητής 
θ
lnL
∂

∂ κατανέµονται ασυµµετρικά, όπως χαρακτηριστικά 

φαίνεται στο Σχήµα 6.6.1 για την περίπτωση µε Ν=9 
 

Αναπτύσσοντας την συνθήκη µέγιστης πιθανοφάνειας:  ( )
ˆθ θ

lnL
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θ
=

∂ ∂⎡ ⎤
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,σε ανάπτυγµα 

σειράς Taylor γύρω από την πραγµατική τιµή, θ0,  της παραµέτρου θ, καταλήγουµε ότι: 
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∑  6.6.8 
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lnL x; lnL x; lnL x;ˆ(θ θ ) 0
θ θ θ
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Επειδή η εκτίµηση µε την µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας είναι συνεπής, η ποσότητα 
θ̂  βρίσκεται (στο ασυµπτωτικό όριο) απειροστά κοντά στην πραγµατική τιµή. Συνεπώς, µε 
πολλή καλή προσέγγιση, µπορούµε να παραλείψουµε όρους µεγαλύτερης της πρώτης τάξης 
στην σχέση 6.6.9 και να καταλήξουµε στην ακόλουθη σχέση: 

( ) ( )

0 0

2

0 2
θ θ θ

lnL x;θ lnL x;θˆ(θ θ ) 0
θ θ

= =θ

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞
+ − ⋅ ≅⎜ ⎟⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
      6.6.10 

Υπό την προϋπόθεση ότι: η δεύτερη παράγωγος στην σχέση 6.6.10 είναι  σταθερά ή ότι 
µεταβάλλεται πολύ λίγο για τιµές της παραµέτρου θ γύρω από την τιµή θ0, η απόκλιση της 
εκτίµησης από την πραγµατική τιµή, 0

ˆ(θ θ )− , θα είναι ανάλογη της πρώτης παραγώγου 
του λογαρίθµου της πιθανοφάνειας, δηλαδή:  

( )

( )
0

0

θ θ
0 2

2
θ θ

lnL x;θ
θ

θ̂ θ
lnL x;θ
θ

=

=

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

− = −
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

  6.6.11 



 
Ας συγκεντρώσουµε   τα  συµπεράσµατα στα οποία καταλήξαµε για την εκτίµηση µε την 
µέθοδο της µεγίστης πιθανοφάνειας, όταν το πλήθος των παρατηρήσεων τείνει στο άπειρο:  
 

• Η ποσότητα ( )∂⎛ ⎞
⎜ ⎟

∂⎝ ⎠ 0θ=θ

lnL x;θ
r =

θ
χαρακτηρίζεται από κανονική συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας µε µέση τιµή ίση µε µηδέν (6.6.6) και διασπορά που 
δίνεται από την σχέση 6.6.7. 
Συγκεκριµένα η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για αυτή την ποσότητα  
εκφράζεται ως:  

( )

( )
)

)

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎛ ⎞⎛ ⎞∂⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
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• Η απόκλιση της εκτίµησης από την πραγµατική τιµή σχετίζεται µε την 

παράγωγο ( )x;∂⎛ ⎞
⎜ ⎟

∂⎝ ⎠ 0θ=θ

lnL θ
θ

 µε την έκφραση  6.6.11 

Κατά συνέπεια η εκτίµηση της παραµέτρου, θ̂  ακολουθεί κανονική συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας, µε µέση τιµή την αληθή τιµή  θ0 και διασπορά που 
εκφράζεται ως:  

 

( )

( )

( )
ˆ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

0

0

2

2
θ=θ

22

2
θ=θ

lnL x;θ
-Ε

θ
V θ = -
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Χρησιµοποιώντας τις ασυµπτωτικές ιδιότητες  (Ν→∞)  του νόµου των µεγάλων αριθµών, 
καταλήγουµε ότι:  

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2N

i2 2 2
i 1

22N

j2 2N j 1

lnL x;θ
E E lnf x ;θ N E lnf x;θ

θ θ θ

lnL θ1lim N lnf(x ; )
N θ θ

=
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=
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Αντικαθιστώντας την σχέση 6.6.13 στη σχέση 6.6.12, η έκφραση της διασποράς της 
εκτίµησης, ˆV( )θ , απλοποιείται ως: 
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00 θθ
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θ
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⎛

∂

∂
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Επιπλέον, συγκρίνοντας µε την ανισότητα Cramer-Rao, παρατηρούµε ότι η εκτίµηση 
µέγιστης πιθανοφάνειας φθάνει, στο ασυµπτωτικό όριο, την µέγιστη δυνατή ακρίβεια. 
 
Παρατηρήστε ότι πράγµατι τα αποτελέσµατα του αριθµητικού Παραδείγµατος 6.6.1, 
ευρίσκονται σε συµφωνία µε την σχέση 6.6.14. Επιπλέον η εκτίµηση της παραµέτρου λ 
χαρακτηρίζεται από κανονική συνάρτηση πιθανότητας, όταν ο αριθµός των παρατηρήσεων 
είναι µεγάλος. Είναι προφανές, από το Σχήµα 6.6.1, ότι ο εκτιµητής µέγιστης 
πιθανοφάνειας δεν χαρακτηρίζεται από «κανονική συµπεριφορά», όταν το πλήθος των 
παρατηρήσεων είναι µικρό (π.χ. Ν=9). 
 



 
 
6.11 Θεώρηµα Gauss-Markov 
Σ΄ αυτή την υποενότητα παρουσιάζεται, χωρίς απόδειξη, το θεώρηµα Gauss-Markov το 
οποίο προσφέρει την γενική θεµελίωση των ιδιοτήτων της µεθόδου ελαχίστων 
τετραγώνων. 
Έστω τα πειραµατικά δεδοµένα   { }1 2 3 Ny y , y , y , , y= K  και το πρότυπο προσαρµογής 

( )x;φ θ , ώστε   i i iy (x ; )= φ θ + ε . Εάν ικανοποιούνται οι συνθήκες: 

[ ] ( )i 0 i 1,2,3, ,NΕ ε = = K  και τα στοιχεία του πίνακα συνδιασποράς [ ]V ε
%

 δεν 
απειρίζονται και δεν εξαρτώνται από τις τιµές των παραµέτρων και τα πειραµατικά 
δεδοµένα, τότε η εκτίµηση µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων δεν πάσχει από 
προκατάληψη και έχι την µικρότερη διασπορά από όλους τους µη προκατηληµένους 
εκτιµητές που είναι γραµµικές συναρτήσεις  των δεδοµένων ( { }1 2 3 Ny y , y , y , , y= K ), 
ανεξάρτητα από την συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας  των αποκλίσεων iε . 
 
Επισηµαίνεται, ότι το θεώρηµα αναφέρεται σε γραµµικούς µη προκατηληµένους 
εκτιµητές. Είναι δυνατόν να βρεθεί µη γραµµικός ή προκατηληµένος εκτιµητής µε 
µικρότερη διασπορά από τον εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων. 
 
 
 
Άσκήσεις Αυτοαξιολόγησης 
 
Άσκηση 6.1 
Προκειµένου σε ένα πείραµα να εκτιµηθεί  ο χρόνος ηµι-ζωής ενός τύπου ασταθών 
σωµατίων,  εξετάζεται η κατανοµή του ιδίου χρόνου1 που µεσολαβεί από την δηµιουργία 
µέχρι την διάσπαση κάθε ενός από Ν τέτοια σωµάτια.  
Τα σωµάτια κινούνται παράλληλα µε τον άξονα x. Η πειραµατική συσκευή έχει 
περιορισµένες διαστάσεις, όπως παρίσταται στο Σχήµα 1, ώστε µπορεί να µελετήσει την 
διάσπαση σωµατίων που συµβαίνουν σε 1 2L x L≤ ≤ .  
Η πειραµατική  πληροφορία, που συλλέγεται, για κάθε ένα από τα Ν σωµάτια, συνίσταται 
στο µήκος της τροχιάς, li ,του σωµατίου που διέγραψε µέχρι να  διασπασθεί και την 
κινηµατική παράµετρο βi =vi/c (δηλαδή τον λόγο της ταχύτητας  του σωµατίου, vi, ως προς 
την ταχύτητα του φωτός στο κενό, c) .  
Να εκτιµηθεί ο χρόνος ηµιζωής από τα πειραµατικά δεδοµένα 
 
Λύση της άσκησης 6.1 
O ιδιόχρονος ζωής ενός σωµατίου ti (δηλαδή η «ηλικία θανάτου» του σωµατίου όπως 
µετράται από κάποιον παρατηρητή ο οποίος έχει την ίδια ακριβώς ταχύτητα µε αυτό το 
σωµάτιο και κατά συνέπεια αυτός ο παρατηρητής βλέπει το σωµάτιο να ηρεµεί) δίνεται 
από την σχέση   ti= li /(βiγic) 2. 

                                                
1Χρόνος ανηγµένος στο σύστηµα ηρεµίας του σωµατίου.  

2 Όπου γ=[1-β2]-1 



 
Για απλούστευση θεωρούµε ότι όλα τα σωµάτια έχουν τροχιές παράλληλες προς τον άξονα 
x και γεννώνται σε σηµεία που αντιστοιχούν στην ίδια συντεταγµένη x=x0, όπως φαίνεται 
στο Σχήµα 1. 
 Επειδή: α) η πειραµατική διάταξη έχει περιορισµένες γεωµετρικές διαστάσεις  και β) 
συνήθως τα σωµάτια γεννούνται έξω αλλά διασπώνται µέσα στην πειραµατική διάταξη, 
µπορούµε να µετρήσουµε  µήκη τροχιών  µεταξύ L1 και L2.  
Προφανώς το όριο L1 αντιστοιχεί στο µήκος της τροχιάς του σωµατίου που διασπάσθηκε 
αµέσως µετά την είσοδο του στην πειραµατική διάταξη, ενώ το όριο L2 αντιστοιχεί στο 
µήκος της τροχιάς εκείνου του σωµατίου που διασπάσθηκε αµέσως πριν την έξοδο αυτού 
του σωµατίου από τον ανιχνευτή. 
 Ο  ιδιόχρονος, ti, που αντιστοιχεί στο υπ’ αριθµό i σωµάτιο µε µήκος τροχιάς  li, θα 
ικανοποιεί την σχέση  ti

1≤ ti ≤ ti
2,  όπου tι1,2 =L1,2 / (βiγic). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
H συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των ιδιοχρόνων των σωµατίων που διασπώνται 
µέσα στα γεωµετρικά όρια της πειραµατικής διάταξης ορίζεται από τον γνωστό εκθετικό 
νόµο διάσπασης: 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⋅=
τ
texp

τ
1Rτ);P(t i

i   1. 

όπου ο παράγων R είναι παράγων κανονικοποίησης και ο παράγων τ αντιστοιχεί στον µέσο 
χρόνο ζωής.  
 
Επειδή µελετούµε σωµάτια που διασπώνται µέσα στα γεωµετρικά όρια της πειραµατικής 
διάταξης (υπό συνθήκη πιθανότητα) το ολοκλήρωµα της συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας του χρόνου ζωής του σωµατίου i στα χρονικά όρια [ti

1 , ti
2] θα πρέπει να 

ισούται µε την µονάδα.  
 
Συνεπώς η συνάρτηση πυκνότητας θα έχει την αναλυτική µορφή:  

i

i i i
1 2

t1 exp
τ τP(t ;τ)=
t texp exp
τ τ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  2. 

 
Ο  λογάριθµος της πιθανοφάνειας που αντιστοιχεί στα Ν σωµάτια  θα είναι: 

 

 
Σχήµα 1:  Αναπαράσταση τροχιών σωµατίων από το σηµείο 
παραγωγής τους µέχρι το σηµείο διάσπασης τους. Το πλαίσιο 
παριστάνει τον ενεργό χώρο της πειραµατικής διάταξης. 

x 



i iN
i 1 2

i 1

t t tln L ln exp exp N ln
=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎪ ⎪
= − − − − τ⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ τ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑   3. 

και ο εκτιµητής του χρόνου ηµιζωής θα ευρίσκεται από την συνθήκη:  
ˆ

ln L 0
τ=τ

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂τ⎝ ⎠
, ως 

λύση της εξίσωσης: 
i i

i i1 2
1 2N N

i
2 2 i i

i 1 i 1 1 2

t tt exp t exp
ˆ ˆt 1 0

ˆ ˆ ˆt texp exp
ˆ ˆ

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ τ Ν⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⋅ − =

τ τ τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑   4. 

 
Στην περίπτωση όπου: Li = 0 και L2 = ∞, όταν δηλαδή η πειραµατική διάταξη µπορεί να 
ανιχνεύσει όλα τα σωµάτια, τότε για κάθε σωµάτιο ισχυει: i i

1 2t 0, t= =∞  και η σχέση 6.1.4 
ανάγεται στην απλή εκτίµηση:  

i
1τ̂ t
N

= ∑  5. 

 

Άσκηση 6.2 
Έστω ένα σύνολο µετρήσεων των τιµών των µεγεθών Χ και Υ: { }i iy , x , i 1,2,3, ,N= K . 
Θα υποθέσουµε ότι ο προσδιορισµός αµφοτέρων των µετρήσεων xi και  yi πάσχουν από 
µετρητικά σφάλµατα. Για απλότητα θα υποθέσουµε ότι όλες οι µετρήσεις των ποσοτήτων 
x έχουν το ίδιο σφάλµα, σx, ενώ οι µετρήσεις y έχουν το ίδιο σφάλµα σy όπως παρίσταται 
γραφικά στο Σχήµα 1.  Να προσαρµοσθεί στα πειραµατικά δεδοµένα το γραµµικό 
πρότυπο: y(x) m x c= ⋅ +  (να εκτιµηθούν οι παράµετροι  m και c) µε την µέθοδο των 
ελαχίστων τετραγώνων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 1. 
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x 

x΄ 

y΄ 

θ 



Λύση της άσκησης 6.2 
Ας υποθέσουµε ότι µε κάποιο τρόπο γνωρίζουµε τις παραµέτρους της «αληθούς» ευθείας 
που εκφράζει την συναρτησιακή σχέση µεταξύ y και x.  
Ορίζουµε ένα σύστηµα ορθογωνίων αξόνων ώστε ο άξονας x '  να είναι παράλληλος της 
«αληθούς» ευθείας όπως φαίνεται στο Σχήµα 1. Οι  σχέσεις µετασχηµατισµού από το ένα 
καρτεσιανό σύστηµα στο άλλο θα είναι: 
y΄ = y cosθ -  x sinθ  
x΄ = y sinθ  + x cosθ 1. 
 
Στο σύστηµα x΄ y΄ , η γραµµική σχέση y=mx+c εκφυλίζεται στην σχέση y΄ =c΄. Κατά 
συνέπεια κάθε σφάλµα κατά την διεύθυνση του x΄ δεν επηρεάζει πλέον το πρόβληµα. Στην 
συνέχεια ορίζουµε το άθροισµα τετραγώνων, Q2 στο  σύστηµα συντεταγµένων x΄ y΄,  ως: 

'
i

2
2 2 2 2 2 2i

y y x2
y

(y c )Q σ σ cos θ σ sin θ
σ ʹ′

ʹ′ ʹ′−
= οπου = ⋅ + ⋅   2. 

Και µετά από αντικατάσταση βρίσκουµε ότι: 
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∑
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  3. 

 
 
Η ελαχιστοποίηση της ποσότητας Q2  καταλήγει στις ακόλουθες εκτιµήσεις: 

[ ]
[ ]

y i i2

x

σ y xcov x,y
ˆ ˆ ˆm A A 1 c m

σ N Ncov x,y

⎡ ⎤
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∑ ∑  4. 

όπου  
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x y
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2 22 2

σ V y σ V x
A

2σ σ cov x,y

V x x x , V y y y , cov x,y x y x y

−
=

= − = − = ⋅ − ⋅

 5. 

 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι αναλυτική λύση υπάρχει µόνο όταν το µετρητικό σφάλµα είναι το 
ίδιο για όλα τα ζεύγη x και y. Σ’ αντίθετη περίπτωση πρέπει να αναζητηθούν αριθµητικές 
µέθοδοι ελαχιστοποίησης του Q2. 
 


