
 
 

Κεφάλαιο 8 
 
 

Εκτίµηση Διαστήµατος Εµπιστοσύνης 
 

 
 
Στα δύο προηγούµενα κεφάλαια συζητήθηκαν µέθοδοι για την εκτίµηση των αληθών τιµών 
άγνωστων παραµέτρων. Η εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης (confidence interval) 
αναφέρεται στον προσδιορισµό διαστήµατος τιµών της παραµέτρου, a ≤ θ ≤ b, µε πιθανότητα 
το εν λόγω διάστηµα να περιέχει την αληθή τιµή της παραµέτρου, 0θ , ίσο µε β.  
Συνήθως εκφράζουµε αυτή την απαίτηση ως: «το διάστηµα τιµών, [a,b], της παραµέτρου, θ, 
έχει περιεχόµενο πιθανότητας β να περιέχει την αληθή τιµή της παραµέτρου». Στην 
ιδιωµατική γλώσσα της πειραµατικής φυσικής η έννοια του «διαστήµατος εµπιστοσύνης» 
εκφράζεται ως «σφάλµα στον προσδιορισµό της παραµέτρου».  Βεβαίως, για να είναι σαφές τι 
εννοούµε µε σφάλµα θα πρέπει να δηλώνεται το περιεχόµενο πιθανότητας του διαστήµατος 
εµπιστοσύνης. Συνήθως επιλέγεται β=65% ή β=95.5% και το αντίστοιχο σφάλµα καλείται 
σφάλµα µίας τυποποιηµένης απόκλισης (standard deviation)  ή σφάλµα δύο τυποποιηµένων 
αποκλίσεων. Ωστόσο, η κοινή χρήση αυτών των όρων δηµιουργεί παρερµηνείες διότι η 
αντιστοιχία του συγκεκριµένου περιεχοµένου πιθανότητας σε τυποποιηµένες αποκλίσεις είναι 
ορθή µόνο για την περίπτωση της κανονικής συνάρτησης πιθανότητας. 
 
Σ΄ αυτό το Κεφάλαιο θα µας απασχολήσει.... 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
8.1 Διάστηµα εµπιστοσύνης. 
Έστω µία µέτρηση, x=t της φυσικής ποσότητας Χ. Η µέτρηση χαρακτηρίζεται από την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f (x;θ).  Το περιεχόµενο πιθανότητας, β, ώστε η περιοχή 
τιµών, [a,b], των µετρήσεων να περιλαµβάνει την συγκεκριµένη µέτρηση υπολογίζεται ως:  

( )
b

a

β P a t b f(x;θ)dx= ≤ ≤ = ∫     8.1.1 

Αν η συναρτησιακή µορφή της f(x;θ)  και η αληθής τιµή της παραµέτρου, θ0, είναι γνωστές, η 
σχέση 8.1.1 προσφέρει την δυνατότητα υπολογισµού του περιεχοµένου πιθανότητας, β, 
δεδοµένων των a και b.  
Αντιστρόφως, όταν η συναρτησιακή µορφή της f(x;θ)  και η αληθής τιµή της παραµέτρου 
είναι γνωστές, η σχέση 8.1.1 προσφέρει την δυνατότητα προσδιορισµού ενός διαστήµατος 
[a,b] µε περιεχόµενο πιθανότητας ίσο µε β. Ωστόσο, θα βρει κανείς πολλά διαστήµατα τιµών 
που ικανοποιούν την συνθήκη 8.1.1. Κατά περίπτωση, ορίζουµε το διάστηµα εµπιστοσύνης µε 
τρόπο ώστε να διευκολύνει τη χρήση των αποτελεσµάτων µας. Συνήθως ορίζουµε «κεντρικά 
διαστήµατα εµπιστοσύνης», δηλαδή απαιτούµε την ικανοποίηση των ακολούθων συνθηκών: 

( )

a

b
-

a

b

1-βf(x;θ)dx=
2

P a t b f(x;θ)dx
1-βf(x;θ)dx=
2

∞

∞

⎫
⎪
⎪
⇒ ≤ ≤ = = β⎬

⎪
⎪
⎭

∫
∫

∫
 8.1.2 

 
Στην περίπτωση όπου η αληθής τιµή της παραµέτρου, θ0, δεν είναι γνωστή θα πρέπει να 
ευρεθεί  µια άλλη µεταβλητή, z = z (x,θ), η οποία να είναι συνάρτηση της µεταβλητής x και 
της παραµέτρου θ, τέτοια ώστε f(x;θ) = f΄(z). Στην περίπτωση όπου βρίσκεται µία τέτοια 
µεταβλητή, επιχειρείται η αναδιατύπωση του προβλήµατος ως εξής: 
Αναζητούµε την περιοχή τιµών [ ]1 2z ,z  της µεταβλητής z, που αντιστοιχεί σε περιεχόµενο 
πιθανότητας ίσο µε β: 

( )
2
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1 2
z

β P z z z f (́z)dz= ≤ ≤ = ∫   8.1.3 

Επειδή όµως η νέα µεταβλητή z είναι γνωστή συνάρτηση της µεταβλητής x και της 
παραµέτρου θ, µπορούµε (υπό κάποιες προϋποθέσεις) να βρούµε το αντίστοιχο  διάστηµα 
[θa(x),θb(x)]  ώστε : 
β = P (θa(x) ≤ θ ≤ θb(x)) 8.1.4 
Συνήθως καλούµε το διάστηµα εµπιστοσύνης [θa(x),θb(x)] ως «διάστηµα εµπιστοσύνης στον 
χώρο της παραµέτρου». 
 
Επισηµαίνεται ότι οι στατιστικές συναρτήσεις θa(x) και θb(x)  προσφέρουν την εκτίµηση 
διαστήµατος εµπιστοσύνης για την µεταβλητή x και όχι για την παράµετρο θ, η οποία 
παραµένει άγνωστη. Επί παραδείγµατι, όταν β=0.95 η σχέση 8.1.4 ερµηνεύεται ως: « Εάν η 
αληθής τιµή της παραµέτρου είναι θ τότε το 95% των µετρήσεων, x, της φυσικής ποσότητας Χ 
θα ικανοποιεί την σχέση: θa(x) ≤ θ ≤ θb(x)». Αντίστροφα, η εκτίµηση του διαστήµατος 
[θa(x),θb(x)] από τα πειραµατικά δεδοµένα µας επιτρέπει να εκφράσουµε την, κατά 95%, 
εµπιστοσύνη µας ότι η αληθής τιµή της παραµέτρου ανήκει στο διάστηµα αυτό. 



 

Παράδειγµα 8.1.1 
Ας θεωρήσουµε ότι η f (x;θ)  είναι η κανονική συνάρτηση µε γνωστές παραµέτρους µ και σ.  
Η πιθανότητα P(a ≤ t ≤ b) ώστε µία µέτρηση, x, της ποσότητας Χ να έχει  τιµή  ίση µε t είναι: 
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  8.1.5 

Τα a και b προσδιορίζονται, για κάθε περιεχόµενο πιθανότητας β, θέτοντας την σχέση 8.1.5 
ίση µε β: 
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Ερώτηση: Ορίσετε το κεντρικό διάστηµα [a,b] µε περιεχόµενο πιθανότητας ίσο µε β 
Υπόδειξη:  Σύµφωνα µε την 8.1.2 θα πρέπει να ικανοποιούνται οι συνθήκες: 
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η άλλως 
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Όταν η παράµετρος µ δεν είναι γνωστή, αλλά είναι γνωστή η παράµετρος σ, ορίζουµε την νέα 
µεταβλητή: z = z ( x, µ) = (x-µ)/σ  . Στην περίπτωση αυτή, η συνθήκη που εξασφαλίζει στο 
διάστηµα [a,b] περιεχόµενο πιθανότητας ίσο µε β, είναι η ακόλουθη:  
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Με µία απλή αλλαγή των µεταβλητών  b-µ = d, a-µ = c, η σχέση 8.1.6 γράφεται: 
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 8.1.7 

 
Υπενθυµίζεται ότι το διάστηµα εµπιστοσύνης που εκφράζει η σχέση 8.1.7 αφορά στην τυχαία 
µεταβλητή x και όχι στην αληθή τιµή της παραµέτρου. Ωστόσο, µία µέτρηση, t, της τιµής της 
φυσικής ποσότητας Χ µας επιτρέπει να είµαστε σίγουροι, κατά β, ότι η αληθής τιµή της 
παραµέτρου µ βρίσκεται στο διάστηµα [ ]t d,t c− − . 

 
 

Παράδειγµα 8.1.2 
 
Το παράδειγµα 8.1.1 αποτελεί τη βάση για την εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης 
παραµέτρων κατ΄ αναλογία της εκτίµησης της τιµής της παραµέτρου. Θεωρήσετε ότι 
διατίθενται οι µετρήσεις {ξ1,ξ2,….,ξΝ} του φυσικού µεγέθους Ξ.  Ας υποθέσουµε ότι κάθε 
µέτρηση χαρακτηρίζεται από την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( )g ;ξ φ  και ότι φ είναι 
άγνωστη παράµετρος. Η τιµή της παραµέτρου φ εκτιµάται µε τον εκτιµητή Χ (π.χ. µέγιστη 
πιθανοφάνεια) και έστω ότι  η εκτίµηση, φ̂ , κατανέµεται1 σύµφωνα µε κανονική συνάρτηση 
πιθανότητας µε διασπορά ίση µε σ2. Το πρόβληµα, σ΄ αυτή την περίπτωση,  ανάγεται στον 
προσδιορισµό άνω και κάτω ορίων σε µία περιοχή τιµών της παραµέτρου φ  ώστε το 
περιεχόµενο πιθανότητας αυτής της περιοχής να είναι β. 
 
Χρησιµοποιώντας την σχέση 8.1.7 για τις ποσότητες: 
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1  Πράγµατι, όταν το πλήθος των πειραµατικών µετρήσεων είναι µεγάλο η εκτίµηση µε την µέθοδο της µεγίστης 
πιθανοφάνειας χαρακτηρίζονται από κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε 
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καταλήγουµε ότι: 0
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Εάν απαιτήσουµε επιπλέον το κεντρικό διάστηµα εµπιστοσύνης, καταλήγουµε στον ορισµό 
των ορίων ως εξής:  

2

2

d
zσ
2

0
-

z
2

0
c
σ

1-β 1ˆP(φ d φ ) e dz
2 2π

1-β 1ˆP(φ φ c) e dz
2 2π

−

∞

∞
−

⎫
⎪− ≥ = = ⋅ ⎪
⎪
⎬
⎪≥ − = = ⋅ ⎪
⎪⎭

∫

∫
 8.1.9 

 
ή ισοδύναµα 

2

2

d
zσ
2

0
c

zσ
2

0

β 1 e dz
2 2π

β 1 e dz
2 2π

−

−
−

= ⋅

= ⋅

∫

∫

 8.1.10 

Λόγω της συµµετρίας της κανονικής συνάρτησης: c d β= − = ε . Συνεπώς, µετά από µία 

εκτίµηση, φ̂ , της τιµής της παραµέτρου, µπορούµε να εκφράσουµε την εµπιστοσύνη µας ότι, 

κατά β (π.χ. β=95%), η αληθής τιµή, φ0, ευρίσκεται στο διάστηµα ˆ ˆ,β β
⎡ ⎤φ− ε φ+ ε⎣ ⎦  

 
 
 
 
 
 
8.2 Περιοχές εµπιστοσύνης σε εκτιµήσεις πολλών παραµέτρων 
Στην περίπτωση όπου η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας εξαρτάται από k παραµέτρους, οι 
τιµές των οποίων εκτιµώνται από τα πειραµατικά δεδοµένα, επιδιώκουµε τον προσδιορισµό 
περιοχών τιµών των παραµέτρων µε περιεχόµενο πιθανότητας ίσο µε β. 
Τα παραδείγµατα της προηγούµενης υποενότητας ανέδειξαν την πρακτική σηµασία της 
κανονικής συνάρτησης στην εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης. Οι ασυµπτωτικές ιδιότητες 
των  συνήθων µεθόδων εκτίµησης εγγυώνται ότι οι εκτιµήσεις των παραµέτρων κατανέµονται 
σύµφωνα µε κανονική συνάρτηση πιθανότητας. 
 
Έστω οι εκτιµήσεις iθ̂  των τιµών των παραµέτρων θi (i=1,2,3,…,k) οι οποίες κατανέµονται 
σύµφωνα µε την κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 
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ˆ ˆ ˆ ˆθ = θ ,θ , ,θ , θ = θ ,θ , ,θK K και ο πίνακας V

%
είναι ο πίνακας συνδιασποράς 

των εκτιµήσεων iθ̂ . 
 
Από την σχέση 8.2.1 επάγεται ότι η ποσότητα : 
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χαρακτηρίζεται από χ2 ( ( )
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Qk 2
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−
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χ
⋅:  ) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για k 

βαθµούς ελευθερίας, ανεξάρτητα των µεταβλητών θ .  
Συνεπώς, η περιοχή εµπιστοσύνης µπορεί να ορισθεί, κατ΄ ανάλογο τρόπο της µεθόδου που 
περιγράφηκε στην υποενότητα 8.1, ως: 
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Δηλαδή, η περιοχή τιµών των εκτιµήσεων ορίζεται ως η περιοχή (υπερελλειψοειδές), 
 ( )2 2ˆQ θ;θ Kβ≤   8.2.4 

στο χώρο των εκτιµήσεων των παραµέτρων, για την οποία το περιεχόµενο πιθανότητας 
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χ∫ ) ισούται µε β.   

  
Παράδειγµα 8.2.1 
Για απλότητα ας θεωρήσουµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των πειραµατικών 
δεδοµένων εξαρτάται από δύο µόνο παραµέτρους, θ1 και θ2. Έστω 1 2

ˆ ˆθ και θ  οι εκτιµήσεις των 
παραµέτρων από τα πειραµατικά δεδοµένα µε πίνακα συνδιασποράς: 
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και έστω 01 02θ και θ  οι αληθείς τιµές των παραµέτρων. 
Στο Σχήµα 8.2.1 παρίστανται οι περιοχές εµπιστοσύνης, στο χώρο των εκτιµήσεων, όπως 
προκύπτουν από την συνθήκη 8.2.4, για τρεις διαφορετικές τιµές του συντελεστή συσχέτισης 
ρ: α) ρ=0, β) 0<ρ<1 και γ) ρ=1. 
Η ποσότητα Κβ προσδιορίζεται από την σχέση 8.2.3 για δύο βαθµούς ελευθερίας και 
δεδοµένης της τιµής του περιεχοµένου πιθανότητας, β. Επισηµαίνεται ότι η αρχή των αξόνων 
αντιστοιχεί  στις αληθείς τιµές των παραµέτρων. 
Παρατηρήστε ότι ακόµα και στην περίπτωση όπου οι εκτιµήσεις είναι αµοιβαία ανεξάρτητες 
(ρ=0, Σχήµα 8.2.1.α) η περιοχή εµπιστοσύνης παρίσταται από έλλειψη και όχι από ορθογώνιο 
παραλληλόγραµµο. 



 
 

1θ̂  

2θ̂  

1θ̂  

2θ̂  

2βΚ σ  
2

2 1βΚ σ −ρ  

1βΚ ρσ  
1βΚ σ  

2
1 1βΚ σ −ρ  

2βΚ σ  
1βΚ σ  

2βΚ σ  

1βΚ σ  

( )01 02,θ θ  

α) 

β) 

γ) 

1θ̂  

2θ̂  

( )1 2t , t  * 
Σχήµα 8.2.1:  Περιοχές εµπιστοσύνης για 
τις εκτιµήσεις των παραµέτρων, 1 2

ˆ ˆθ και θ , 
για διαφορετικές τιµές του συντελεστή 
συσχέτισης: α) ρ=0, β) 0<ρ<1 και γ) ρ=1 



Στην περίπτωση όπου θα ήθελε κάποιος να αγνοήσει την συσχέτιση µεταξύ των εκτιµήσεων 
και να εκφράσει ανεξάρτητα διαστήµατα εµπιστοσύνης για κάθε παράµετρο ανεξάρτητα, της 
µορφής: 

01 1 1 01 1

02 2 1 02 2

ˆ

ˆ
β β

β β

θ −Κ ⋅σ ≤ θ ≤ θ +Κ ⋅σ

θ −Κ ⋅σ ≤ θ ≤ θ +Κ ⋅σ
 8.2.6 

Η περιοχή εµπιστοσύνης εκφράζεται από το εσωτερικό τετραπλεύρου, όπως το 
γραµµοσκιασµένο τετράπλευρο του Σχήµατος 8.2.1.α.  
 
Εκµεταλλευόµενοι την συµµετρία της σχέσης 8.2.2 ως προς θ̂ και θ  µπορούµε να 
εκφράσουµε περιοχές για τις αληθείς τιµές των παραµέτρων, µε επίπεδο εµπιστοσύνης ίσο µε 
β. Μία εκτίµηση των παραµέτρων,  ˆ tθ = , και του πίνακα συνδιασποράς, V̂

%
, από τα 

πειραµατικά δεδοµένα, ορίζει, στο χώρο των παραµέτρων, το υπερελλειψοειδές:  
( ) ( ) ( )T2 -1 2ˆ ˆQ t;θ t θ V t θ Kβ= − ⋅ ⋅ − ≤

%
 8.2.7 

µε την βοήθεια της σχέσης:  

( )( ) ( )
2

2

K
2 2 2 2

0

ˆP Q t;θ K P Q ;k dQ
β

β χ
≤ = = β∫   8.2.8 

Μπορεί κανείς να εµπιστευθεί, κατά β, την περιοχή τιµών των παραµέτρων που ορίζεται από  
την σχέση 8.2.7, ότι περιέχει τις αληθείς τιµές. 
 
Παράδειγµα 8.2.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Σχήµα 8.2.2: Γραφική αναπαράσταση της περιοχής εµπιστοσύνης για τις αληθείς 
τιµές των παραµέτρων. Η αντίστοιχη περιοχή εµπιστοσύνης για τις εκτιµήσεις 
παρίσταται γραφικά στο Σχήµα 8.2.1.β 

* ( )1 2t , t  

( )01 02,θ θ  
1θ  

2θ  

 



Συνεχίζοντας το προηγούµενο παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι, 1 1 2 2
ˆ ˆt tθ = και θ = είναι οι 

εκτιµήσεις των παραµέτρων. Έστω επίσης ότι: 

 
2
1 1 2

2
1 2 2

ˆˆ ˆ ˆ
V̂

ˆ ˆ ˆ ˆ
⎛ ⎞σ ρ⋅σ ⋅σ

= ⎜ ⎟
ρ⋅σ ⋅σ σ⎝ ⎠%

 είναι η εκτίµηση του πίνακα συνδιασποράς τους. Η εκτίµηση 

παρίσταται γραφικά ως σηµείο στο Σχήµα 8.2.1.β.   
 
Η περιοχή εµπιστοσύνης στο χώρο των τιµών των παραµέτρων παρίσταται γραφικά στο 
Σχήµα 8.2.2 όπου σηµειώνεται επίσης το σηµείο που αντιστοιχεί στην εκτίµηση καθώς και η 
αληθής τιµή των παραµέτρων. 
 
 
 
8.3 Ζώνες εµπιστοσύνης 
Έστω ότι x  είναι µετρήσεις της φυσικής ποσότητας Χ µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
f (x; )θ , όπου θ είναι άγνωστη παράµετρος. Έστω επίσης ότι t t(x)=  είναι η εκτίµηση της 
τιµής της παραµέτρου θ από τα πειραµατικά δεδοµένα. Θα θεωρήσουµε ότι η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας της εκτίµησης εκφράζεται από την συνάρτηση g(t; )θ . 
Εάν η αληθής τιµή της παραµέτρου θ ήταν γνωστή, έστω ίση µε θ0, το διάστηµα εµπιστοσύνης 
µε περιεχόµενο πιθανότητας β ορίζεται από σχέση αντίστοιχη της 8.1.1 ή από σχέσεις 
αντίστοιχες της 8.1.2, στην περίπτωση κεντρικών διαστηµάτων, ως: 

1

2

1 2
t

t

P(t t t )

1g(t; )dt g(t; )dt
2

∞

−∞

≤ ≤ = β

−β
θ = = θ∫ ∫

 8.3.1 

 
Όταν η αληθής τιµή της παραµέτρου θ δεν είναι γνωστή, ο άµεσος προσδιορισµός ορίων στο 
διάστηµα εµπιστοσύνης, από τις σχέσεις 8.3.1, δεν είναι εφικτός. Επιπλέον, η µέθοδος που 
αναπτύχθηκε στις υποενότητες 8.3.1 και 8.3.2, ισχύει µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει 
δυνατότητα  µετασχηµατισµού των παραµέτρων, t z(t, )→ θ , ώστε η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας της εκτίµησης, g(t; ) g (́z)θ → , να είναι ανεξάρτητη της παραµέτρου θ.  
 
Στην γενική περίπτωση, εφ΄ όσον είναι άγνωστη η αληθής τιµή της παραµέτρου, είναι δυνατόν 
να προσδιορισθούν τα όρια του διαστήµατος εµπιστοσύνης για κάθε δυνατή τιµή της 
παραµέτρου θ, [ ] ( ) ( )1 2 1 2t , t t , t→ θ θ⎡ ⎤⎣ ⎦ , ως: 

( ) ( )
( )

( )

1

2

1 2

t

t

P(t t t )

1g(t; )dt g(t; )dt
2

θ ∞

−∞ θ

θ ≤ ≤ θ = β

−β
θ = = θ∫ ∫

 8.3.2 

Στο Σχήµα 8.3.1 παρίστανται γραφικά οι καµπύλες ( ) ( )1 2t tθ και θ , για κάποια συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας g(t; )θ  και περιεχόµενο πιθανότητας β, οι οποίες ορίζουν µεταξύ 
τους  ζώνη εµπιστοσύνης που αντιστοιχεί σε περιεχόµενο πιθανότητας β. 



Πράγµατι, εάν θ0 είναι η αληθής τιµή της παραµέτρου, εύκολα ευρίσκει κανείς (π.χ. από την 
γραφική παράσταση του Σχήµατος 8.3.1) τις τιµές  ( ) ( )1 0 2 0t tθ και θ  που ορίζουν τα όρια 
εµπιστοσύνης για το αποτέλεσµα της εκτίµησης, t, µε επίπεδο εµπιστοσύνης β. 
Αντίστροφα, έστω t̂ το αποτέλεσµα µίας εκτίµησης. Η πιθανότητα να βρεθεί το αποτέλεσµα 
της εκτίµησης στο διάστηµα  ( ) ( )1 0 2 0t , tθ θ⎡ ⎤⎣ ⎦ ισούται µε β. Έστω τα όρια της περιοχής τιµών 

της παραµέτρου θ, 2 1
ˆ ˆ(t) (t)θ ≤ θ ≤ θ , που προκύπτουν από τις αντίστροφες συναρτήσεων  

( ) ( )1 2t tθ και θ , για ˆt t= , ως2: 
1

1 2

1
2 1

ˆ ˆ(t) t (t)
ˆ ˆ(t) t (t)

−

−

θ =

θ =
  8.3.3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
2 Επισηµαίνεται ότι το πάνω όριο για την τιµή της παραµέτρου θ ορίζεται από την καµπύλη που αντιστοιχεί στο κάτω όριο 
του αποτελέσµατος της εκτίµησης, t. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 8.3.1: Γραφική αναπαράσταση ορισµού διαστήµατος εµπιστοσύνης µε την 
βοήθεια ζωνών εµπιστοσύνης 

t̂  t̂΄  ( )1 0t θ  ( )2 0t θ  

0θ  

( ) ( )1
ˆ ˆ

1

-1θ t = t t  

( )1t θ  

( )2t θ  

( ) ( )2 2
ˆ ˆ-1θ t = t t  

t  

θ  



 
 
Εύκολα αντιλαµβάνεται κανείς, µε την βοήθεια του Σχήµατος 8.3.1, ότι: 

• Εάν το αποτέλεσµα της εκτίµησης t̂ ανήκει στο διάστηµα ( ) ( )1 0 2 0t , tθ θ⎡ ⎤⎣ ⎦  τότε η 

περιοχή τιµών 2 1
ˆ ˆ(t), (t)⎡ ⎤θ θ⎣ ⎦  της παραµέτρου θ εµπεριέχει την αληθή τιµή της 

παραµέτρου, 0θ .   

• Εάν το αποτέλεσµα της εκτίµησης δεν ανήκει στο διάστηµα ( ) ( )1 0 2 0t , tθ θ⎡ ⎤⎣ ⎦ , όπως η 

τιµή t̂΄  στο Σχήµα 8.3.1, τότε η περιοχή τιµών 2 1
ˆ ˆ(t), (t)⎡ ⎤θ θ⎣ ⎦ της παραµέτρου θ δεν 

εµπεριέχει την αληθή τιµή της παραµέτρου, 0θ .  
Βεβαίως, η αληθής τιµή της παραµέτρου είναι άγνωστη. Ωστόσο, ένα ποσοστό, ίσο µε β, όλων 
των δυνατών αποτελεσµάτων της εκτίµησης 3  της παραµέτρου θα ανήκει στο 
διάστηµα ( ) ( )1 0 2 0t , tθ θ⎡ ⎤⎣ ⎦ . Συνεπώς, η πιθανότατα να εµπεριέχεται η αληθής τιµή της 

παραµέτρου, 0θ , στο διάστηµα τιµών 2 1
ˆ ˆ(t), (t)⎡ ⎤θ θ⎣ ⎦ , το οποίο  ορίζεται µε την σχέση 8.3.3 από 

ένα οποιαδήποτε αποτέλεσµα της εκτίµησης, t̂ ,  θα είναι ίση µε β.  
Εν άλλοις λόγοις, το διάστηµα τιµών 2 1

ˆ ˆ(t), (t)⎡ ⎤θ θ⎣ ⎦  αποτελεί διάστηµα εµπιστοσύνης για την 

αληθή τιµή της παραµέτρου µε περιεχόµενο πιθανότητας ίσο µε β: ( ) ( )( )2 0 1
ˆ ˆP t tθ ≤ θ ≤ θ = β  

 
 
Παράδειγµα 8.3.1: 
Ένας άλλος, ισοδύναµος, τρόπος καθορισµού του διαστήµατος εµπιστοσύνης µε την βοήθεια 
ζώνης εµπιστοσύνης, κάνει χρήση της συσσωρευτικής συνάρτησης πιθανότητας: 

( ) ( )

( )

t

F t; f x; dx

0 F t; 1
−∞

θ = θ

≤ θ ≤

∫  8.3.4 

 για κάθε τιµή της παραµέτρου θ. 
 
Δεδοµένης ενός αποτελέσµατος της εκτίµησης της παραµέτρου, t̂ , ορίζονται τα σηµεία Α και 

Β, όπως δείχνει το Σχήµα 8.3.2, µε συντεταγµένες 1 1ˆ ˆA t, t,
2 2
−β +β⎛ ⎞ ⎛ ⎞≡ και Β ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

ώστε
→

ΑΒ = β . Στην συνέχεια αναζητούνται οι τιµές θ1 και θ2 της παραµέτρου θ για τις οποίες 

ισχύει ότι: 

                                                
3 Επί παραδείγµατι, έστω n (→∞ ) πανοµοιότυπα πειράµατα που συλλέγουν Ν µετρήσεις το κάθε ένα και εκτιµούν την τιµή 
της φυσικής σταθεράς θ, µε την ίδια µέθοδο εκτίµησης. 



( ) ( )

( ) ( )

t̂

1 1

t̂

2 2

1ˆF t; f x; dx
2

1ˆF t; f x; dx
2

−∞

−∞

+β
θ = θ =

−β
θ = θ =

∫

∫
  8.3.5 

Το διάστηµα εµπιστοσύνης [ ]2 1,θ θ  της παραµέτρου θ έχει περιεχόµενο πιθανότητας β, υπό 
την έννοια ότι ένα ποσοστό β των αποτελεσµάτων της εκτίµησης θα καταλήξει σε διαστήµατα 
εµπιστοσύνης τα οποία θα εµπεριέχουν την αληθή τιµή της παραµέτρου 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8.4. Όρια εµπιστοσύνης 
Όπως ήδη ελέχθη, υπάρχουν άπειροι τρόποι να ορισθεί ένα διάστηµα εµπιστοσύνης. Συνήθως 
επιλέγονται συµµετρικά όρια αλλά υπάρχουν περιπτώσεις όπου είναι προτιµητέα τα µη 
κεντρικά όρια. Επί παραδείγµατι, όταν κάποιος αναζητά πειραµατική απόδειξη για την ύπαρξη 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 8.3.2: Γραφική αναπαράσταση ορισµού διαστήµατος εµπιστοσύνης µε την 
βοήθεια της συσσωρευτικής συνάρτησης πιθανότητας. 
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εξωτικών φυσικών καταστάσεων, ενδιαφέρεται να καθορίσει από τα πειραµατικά δεδοµένα 
«πάνω όρια»   για τον ρυθµό παραγωγής τους. Εάν ο ρυθµός παραγωγής, σύµφωνα µε την 
φυσική θεωρία που προβλέπει την ύπαρξη της εξωτικής κατάστασης, είναι ανάλογος της 
παραµέτρου θ, ενδιαφέρει το όριο, θ1,  στην τιµή της παραµέτρου, ώστε: 

1P( )θ ≤ θ =β  8.4.1 
 
Σ΄ άλλες περιπτώσεις έχει χρηστική αξία, ή είναι δυνατόν να ορισθεί από τα πειραµατικά 
δεδοµένα µόνο, το κάτω όριο της τιµής κάποιας φυσικής παραµέτρου.   

2P( )θ ≥ θ = β 8.4.2 
Λόγου χάριν, τα νετρίνα έχουν µικρή µάζα. Από πειραµατικά δεδοµένα που συλλέγονται σε 
ένα πείραµα  β διάσπασης του Τριτίου είναι δυνατόν να υπολογισθεί µόνο το κάτω όριο της 
µάζας του ηλεκτρονικού νετρίνο. 
 
Ο καθορισµός των ορίων, 8.4.1 και 8.4.2, αποτελεί ειδική περίπτωση διαστήµατος 
εµπιστοσύνης, όπου το πάνω ή το κάτω όριο του διαστήµατος έχουν αντικατασταθεί µε την 
µέγιστη ή την ελάχιστη τιµή που δύναται να λάβει η παράµετρος. 
 
 Παράδειγµα 8.4.1 
Συνήθως, αναζητούνται άνω ή κάτω  όρια για την αναµενόµενη τιµή του πλήθους των 
παρατηρήσεων όταν τα πειραµατικά δεδοµένα συνίστανται από λίγες παρατηρήσεις. Στην 
περίπτωση αυτή το πλήθος των παρατηρήσεων περιγράφεται από Poisson συνάρτηση 

πιθανότητας:
n e
n!

−µµ ⋅  

Τα όρια αντιστοιχούν στην εύρεση της µεγίστης (πάνω όριο) , µ+, ή ελαχίστης (κάτω όριο), µ-, 
τιµής της παραµέτρου  µ,  ώστε:  
( )
( )
P

P
+

−

µ ≤ µ = β

µ ≥ µ = β
 8.4.3 

 
Εάν η αληθής τιµή της παραµέτρου, µ0, ήταν γνωστή τότε µπορεί να ορισθεί το διάστηµα 
εµπιστοσύνης 1(n , )∞ , µε περιεχόµενο πιθανότητας β, για το πλήθος των δεδοµένων, r, ως: 

( )
0

1

i
0

1
i n 1

eP r n
i!

−µ∞

= +

µ ⋅
> = = β∑  8.4.4 

Επειδή η αληθής τιµή δεν είναι γνωστή, προσδιορίζεται το όριο n1 για κάθε δυνατή τιµή της 
παραµέτρου µ, κατ΄ αναλογία της καµπύλης 1t ( )θ  του Σχήµατος 8.3.1: 

( )
1

i

1
i n 1

eP r n
i!

−µ∞

= +

µ ⋅
> = = β∑  8.4.5 

 
 
 



Αντιστρόφως, εάν η αληθής τιµή µ0 δεν είναι γνωστή και το πείραµα συνέλεξε r γεγονότα, η 
εκτίµηση της αληθούς τιµής της παραµέτρου µ καταλήγει στο αποτέλεσµα4: ˆ rµ =  . Κατ΄  
αντιστοιχία της µεθόδου που περιγράφηκε στην υποενότητα 8.3, το πάνω όριο για την αληθή 
τιµή της παραµέτρου ορίζεται από την σχέση 8.4.5, ως: 

( )
i i

ˆi 1 i r 1

ir

i 0

P

e e
i! i!

e1
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+ +

+

+

−µ −µ∞ ∞
+ +

=µ+ = +

−µ
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=

β = µ < µ

µ ⋅ µ ⋅
= =

µ ⋅
= −

∑ ∑

∑

 8.4.6 

  
Η σχέση 8.4.6 µπορεί να λυθεί εύκολα χρησιµοποιώντας την συσσωρευµένη 
( )2 2 r 1χ ⋅ + συνάρτηση πιθανότητας,  για 2r+1 βαθµούς ελευθερίας: 

( )( ) ( )2 2 2

2z
ir

z

i 0

P 2 r 2 2z 2 r 2 d

ze
i!

∞

−

=

χ ⋅ + > = χ ⋅ + χ

= ⋅

∫

∑
  8.4.7 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις 8.4.6 και 8.4.7 καταλήγουµε ότι: 
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ir

i 0

1 P 2 r 2 2

e
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+
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µ
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  8.4.8 

 
 
Κατ΄ αναλογία υπολογίζεται και το κατώτερο όριο, µ-, για την αληθή τιµή της παραµέτρου µ, 
ως: 

( )( )

( )

ir 1
2

i 0

2 2

2

e P 2 r 2
i!

2 r d

−

−

−
−µ −

−
=

∞
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µ
β = ⋅ = χ ⋅ > ⋅µ

= χ ⋅ χ

∑

∫
  8.4.9 

 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
4  Επειδή η συνάρτηση πιθανότητας είναι Poissonian, η εκτίµηση της µέσης τιµής ισούται µε τον αριθµό των γεγονότων που 
παρατηρήθηκαν. Συνεπώς, οι σχέσεις 8.4.4 και 8.4.5 εκφράζουν όρια για την εκτίµηση, µ̂ , της παραµέτρου µ.  



Παράδειγµα 8.4.2. 
Το 1987, η έκρηξη του υπερκενοφανούς (Super Nova) 1987A προσέφερε στους 
αστροφυσικούς τις απαραίτητες πειραµατικές πληροφορίες για να θεµελιώσουν το θεωρητικό 
πρότυπο που περιγράφει τις φυσικές διεργασίες που συντελούνται στον αστέρα κατ΄ αυτή την  
κατακλυσµική έκρηξή. Είναι ιδιαίτερα εντυπωσιακό το γεγονός ότι τόσα λίγα πειραµατικά 
δεδοµένα προσέφεραν τόσο µεγάλη δυνατότητα προώθησης της επιστηµονικής γνώσης.  
 
Η πειραµατική πληροφορία, εκτός των άλλων, συνίστατο στην σύγχρονη ανίχνευση µερικών 
νετρίνων   από (4) πειράµατα κατανεµηµένα στην γήινη σφαίρα. Η παρουσία ενός νετρίνων 
πιστοποιείται πειραµατικά από τα ηλεκτρικά σήµατα που παράγονται στην ανιχνευτική 
διάταξη από τα ηλεκτρικά φορτισµένα προϊόντα της αντίδρασής του νετρίνου µε την ύλη που 
περιβάλλεται από τον ανιχνευτή. Βεβαίως, υπάρχουν και άλλοι φυσικοί µηχανισµοί που 
παράγουν τα ίδια πειραµατικά σήµατα, όπως η αλληλεπίδραση της φυσικής ραδιενεργού 
ακτινοβολίας µε το υλικό του ανιχνευτή. Αυτοί οι µηχανισµοί υποστρώµατος είναι αρκετά 
καλά γνωστοί, ώστε είναι δυνατόν να υπολογισθεί ο µέσος αναµενόµενος αριθµός, µΒ 
σηµάτων υποστρώµατος που αντιστοιχεί σε ένα χρονικό διάστηµα Δt.  Εάν στο ίδιο χρονικό 
διάστηµα Δt ανιχνεύονται r συνολικά γεγονότα είναι δυνατόν να καταλήξει κανείς σε 
συµπεράσµατα που αφορούν στην ανίχνευση νετρίνων και στο πλήθος των νετρίνων που 
ανιχνεύθηκαν. 
 
Το παράδειγµα της ανίχνευσης νετρίνων από το 1987Α αποτελεί ειδική περίπτωση του 
προσδιορισµού ορίων στην αληθή µέση τιµή του σήµατος (π.χ. µέση τιµή του πλήθους των 
νετρίνων που ανιχνεύθηκαν από την πειραµατική διάταξη), το οποίο χαρακτηρίζεται από 
Poissonian συνάρτησης πιθανότητας, όταν το πλήθος των δεδοµένων που ανιχνεύθηκαν είναι r 
και είναι επίσης γνωστό ότι ένας µηχανισµός υποστρώµατος συνεισφέρει σε πειραµατικά 
δεδοµένα µε αναµενόµενη τιµή µΒ.  
Εάν η αληθής µέση τιµή του σήµατος είναι µ0, η πιθανότητα να ανιχνευθούν r γεγονότα 
δίνεται από την σχέση: 
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Ερώτηση: Αποδείξετε την σχέση 8.4.10 

Υπόδειξη: ( ) ( )
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Από την 8.4.10 συνάγεται ότι το πρόβληµα ανάγεται στον προσδιορισµό ορίων για την 
παράµετρο ( )Bµ +µ , όταν η τιµή µΒ είναι γνωστή, υπό την προυπόθεση ότι το πλήθος των 
γεγονότων υποστρώµατος δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερο από τον συνολικό αριθµό, r, των 
πειραµατικών δεδοµένων.  
 
 



 
 
Λόγω της δέσµευσης για το πλήθος του υποστρώµατος δεν είναι σωστό να χρησιµοποιήσουµε 
την σχέση 8.4.6 µόνο µε την απλή αντικατάσταση + + Βµ →µ +µ , διότι ο όρος 

( ) ( )ir

i 0

e
i!

+ Β− µ +µ
+ Β

=

µ +µ ⋅
∑  δεν περιέχει την συνθήκη δέσµευσης του πλήθους του υποστρώµατος. 

Αντ΄ αυτού θα πρέπει να επανακανονικοποιήσουµε (υπό συνθήκη πιθανότητα), ώστε να 
συµπεριληφθεί η συνθήκη για το υπόστρωµα, ως: 
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8.5 Προσδιορισµός διαστήµατος εµπιστοσύνης µε τη συνάρτηση πιθανοφάνειας 
Έστω ότι { }1 2, Nx x ,x x= K  είναι Ν µετρήσεις της φυσικής ποσότητας  Χ µε συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας ( )f x,θ ,η οποία εξαρτάται από την παράµετρο θ. Έστω ότι θ̂ είναι το 
αποτέλεσµα της αληθούς τιµής της παραµέτρου που προέκυψε από την µεγιστοποίηση της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας.  
Σ΄ αυτή την υποενότητα θα χρησιµοποιήσουµε τις ασυµπτωτικές ιδιότητες της συνάρτησης 
πιθανοφάνειας για τον προσδιορισµό διαστήµατος εµπιστοσύνης για την αληθή τιµή της 
παραµέτρου θ. 
 
8.5.1 Παραβολική συνάρτηση του λογαρίθµου της πιθανοφάνειας. 
Στην υποενότητα  6.6  καταλήξαµε στην σχέση 6.6.9, η οποία εκφράζει τον λογάριθµο της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας στη γειτονία της αληθούς τιµή της παραµέτρου, θ0, ως:  

 
( ) ( ) ( )
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Η σχέση 6.6.9 είναι συνέπεια της συνέπειας της µεθόδου µεγίστης πιθανοφάνειας καθώς το 
πλήθος των δεδοµένων τείνει στο άπειρο. 
 
Επίσης, όταν το πλήθος των δεδοµένων τείνει στο άπειρο, µε τη σχέση  6.6.13 δείξαµε ότι 
ισχύει: 

( ) ( )2 2

2 2

lnL θ lnL x;θ
=E

θ θ
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Συνδυάζοντας αυτές τις δύο σχέσεις, ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας εκφράζεται 
ως παραβολική συνάρτηση της αληθούς τιµής της παραµέτρου. 
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Ο όρος  ( )
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στην σχέση 8.5.1  εκφράζει την διασπορά του αποτελέσµατος της 

εκτίµησης (βλέπε σχέση 6.6.14) όταν ο αριθµός των δεδοµένων είναι αρκετά µεγάλος5.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
5 Υπενθυµίζεται ότι στο ασυµπτωτικό όριο η µέθοδος της µεγίστης πιθανοφάνειας καταλήγει σε εκτιµήσεις οι οποίες δεν 
πάσχουν από προκατάληψη και έχουν την µέγιστη ακρίβεια που επιτρέπει η ανισότητα των Cramer-Rao.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 8.5.1: Γραφική παράσταση του λογαρίθµου της  συνάρτησης 
πιθανοφάνειας και του προσδιορισµού της διασποράς του αποτελέσµατος της 
εκτίµησης 

ˆlnL(x;θ)  

ˆlnL(x;θ) - 0.5  

ˆlnL(x;θ) - 2 

ˆ ⋅θ+2 σ  θ̂+σ  θ̂ -σ  ˆ − ⋅θ 2 σ  
θ  

lnL(x;θ)  



Επειδή η αληθής τιµή της παραµέτρου παραµένει πάντοτε άγνωστη, η σχέση 8.5.1 εκφράζει 
την τιµή του λογαρίθµού της πιθανοφάνειας για κάθε δυνατή (αληθή) τιµή της παραµέτρου θ, 
όταν θ̂ είναι µία συνεπής και χωρίς προκατάληψη εκτίµηση της αληθούς τιµή που προέκυψε 
µε την µέθοδο της µεγίστης πιθανοφάνειας. 
 
Η παραβολή 8.5.1 προσφέρει την δυνατότητα εύκολου υπολογισµού της διασποράς της 
εκτίµησης από τα πειραµατικά δεδοµένα και κατά συνέπεια τον προσδιορισµό διαστηµάτων 
εµπιστοσύνης για την παράµετρο θ.   
 
 Στο Σχήµα 8.5.1 παρίσταται γραφικά ο λογάριθµος της πιθανοφάνειας για κάθε δυνατή 
(αληθή) τιµή της παραµέτρου θ, για ένα σύνολο Ν µετρήσεων της ποσότητας Χ µε συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας ( )f x;θ . Είναι προφανές, ότι η συνάρτηση ( )lnL x;θ θα εµφανίζει 

µέγιστο για ˆθ = θ ,  µε τιµή µεγίστου ίση µε:  ( )ˆln L x;θ . 

 
Αναζητούνται οι  τιµές της παραµέτρου θ για τις οποίες: ( ) ( )ˆln L x; ln L x; 0.5θ − θ = . 

Λόγω της παραβολικής µορφής της συνάρτησης ( )lnL x;θ , υπάρχουν δύο τέτοιες τιµές, θ1 
και θ2, που προσδιορίζονται από την σχέση 8.5.1, ως: 
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 8.5.2 

 
Αντιστρέφοντας την διαδικασία, προσδιορίζονται οι τιµές θ1 και θ2 της παραµέτρου, ως οι 
τετµηµένες στην γραφική παράσταση του Σχήµατος 8.5.1, όπου η τιµή της συνάρτησης 

( )lnL x;θ  υπολείπεται της µέγιστης τιµής, ( )ˆln L x;θ , κατά 0.5. Ακολούθως η ποσότητα σ 

υπολογίζεται ως: 2 1

2
θ −θ

σ = .  

 
Επισηµαίνεται ότι η ποσότητα σ2 είναι η διασπορά του αποτελέσµατος της εκτίµησης και όχι η 
διασπορά της πραγµατικής τιµής (η οποία έχει σταθερή τιµή που παραµένει άγνωστη). 
Ωστόσο, όπως δείξαµε στην υποενότητα 6.6, το αποτέλεσµα της εκτίµησης µε την µέθοδο της 
µεγίστης πιθανοφάνειας κατανέµεται σύµφωνα µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας η 
οποία τείνει ασυµτωτικά προς κανονική συνάρτηση6 µε µέση τιµή την αληθή τιµή της 

παραµέτρου και σ ίσο µε: ( )
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6 Το γεγονός ότι ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι παραβολικής µορφής συνεπάγεται ότι η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας του αποτελέσµατος της εκτίµησης είναι  κανονική συνάρτηση.  



Συνεπώς, κατ’  αντιστοιχία της µεθόδου που παρουσιάστηκε στα Παραδείγµατα 8.1.1 και 
8.1.2, το διάστηµα εµπιστοσύνης για το αποτέλεσµα της εκτίµησης µετατρέπεται σε διάστηµα 
εµπιστοσύνης για την αληθή τιµή της παραµέτρου.  
Επί παραδείγµατι, εάν το σ προσδιορίζεται γραφικά όπως παρίσταται στο Σχήµα 8.5.1, το 

διάστηµα τιµών 0
ˆ

β β−λ ⋅σ ≤ θ−θ ≤ λ ⋅σ  (όπου 
( )20
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21 ˆe d
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− θ−θλ σ

⋅σ

−λ σ

⋅ θ = β
πσ∫ ) µετατρέπεται στο 

ακόλουθο διάστηµα εµπιστοσύνης για την αληθή τιµή της παραµέτρου θ: 

( )0
ˆ ˆP β βθ −λ ⋅σ ≤ θ ≤ θ+ λ ⋅σ = β   8.5.3 

Παρατηρήστε ότι το διάστηµα που εκφράζει η σχέση 8.5.3 µπορεί εύκολα να ευρεθεί από την 
τοµή της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ( )lnL x;θ  µε την ευθεία γραµµή 

( )lnL x; Qθ = , όπου η τιµή της σταθεράς Q ευρίσκεται κατ΄ αντιστοιχία της σχέσης 8.5.2, ως: 

( )2 2

2Q
2 2
β β
λ ⋅σ λ

= =
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 8.5.4 

 
Ερώτηση: Βρείτε το κεντρικό διάστηµα εµπιστοσύνης µε  περιεχόµενο πιθανότητας 68.3% 
για την παράµετρο θ, χρησιµοποιώντας την γραφική παράσταση του Σχήµατος 8.5.1 
Υπόδειξη: Χρησιµοποιήσετε τις σχέσεις 8.1.10 για να δείξετε ότι το διάστηµα εµπιστοσύνης 
είναι ˆ ˆ,⎡ ⎤θ −σ θ+σ⎣ ⎦ , όπου το σ ευρίσκεται µε την µέθοδο που περιγράφει το Σχήµα 8.5.1. 

 
Ερώτηση: Δείξετε ότι για να υπολογίσετε το κεντρικό διάστηµα εµπιστοσύνης µε  
περιεχόµενο πιθανότητας 95.5% για την παράµετρο θ, χρησιµοποιώντας την γραφική 
παράσταση του Σχήµατος 8.5.1, θα αναζητήσετε τιµές τις παραµέτρου θ όπου 

( ) ( )ˆln L x; ln L x; 2θ − θ = . 

Υπόδειξη: Από τις σχέσεις 8.1.10 δείξετε ότι τα διάστηµα εµπιστοσύνης θα πρέπει να έχει 
εύρος 4σ ( 2± σ ). Χρησιµοποιήσετε την σχέση 8.5.1 για να δείξετε ότι η συνθήκη 

( ) ( )ˆln L x; ln L x; 2θ − θ =  ορίζει αυτό το διάστηµα. 

                                                                                                                                            

Πράγµατι, από την σχέση 8.5.1 συνάγεται ότι: 
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, όπου t(x)  είναι η 

στατιστική συνάρτηση που εκφράζει την εκτίµηση θ̂ συναρτήσει των πειραµατικών δεδοµένων. 
 Συνεπώς η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του αποτελέσµατος της εκτίµησης, 

0
ˆq( ; )θ θ , θα περιγράφεται από την, 

επίσης  κανονική, συνάρτηση:  
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8.5.2 Μη - παραβολική συνάρτηση του λογαρίθµου της πιθανοφάνειας. 
Όταν ο αριθµός των πειραµατικών δεδοµένων είναι σχετικά µικρός η συνάρτηση 
πιθανοφάνειας ( και κατά συνέπεια η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του αποτελέσµατος 
της εκτίµησης) δεν είναι κανονική συνάρτηση.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Μία τέτοια περίπτωση παρίσταται στο Σχήµα 8.5.2.α όπου ο λογάριθµος της συνάρτησης 
πιθανοφάνειας έχει ασυµµετρική, µη-παραβολική, µορφή. Στις περιπτώσεις αυτές, αναζητούµε 
ένα µετασχηµατισµό, της µορφής: 
΄ g(x, )θ = θ   8.5.3 
ώστε η συνάρτηση πιθανοφάνειας να µετασχηµατίζεται ως: 
( ) ( ) ( )( )

( )2
L x; L x; ΄ L x;g x,

΄ G(x)
2

θ = θ = θ

θ −
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Σχήµα 8.5.2: Γραφική παράσταση του λογαρίθµου της  συνάρτησης πιθανοφάνειας και του προσδιορισµού της 
διασποράς του αποτελέσµατος της εκτίµησης: α) µη παραβολική µορφή του λογαρίθµου πιθανοφάνειας, β) ο 
λογάριθµος πιθανοφάνειας εµφανίζει είναι παραβολική συνάρτηση της παραµέτρου ΄ g(x, )θ = θ  

ˆlnL(x;θ) - 2 

2θ  1θ  

θ  

lnL(x;θ)  

lnL(x;G(x))  

lnL(x;G(x)) - 0.5 

lnL(x;G(x)) - 2  

2
ˆ ΄θ  1θ ΄  

΄θ  

ln ΄L(x;θ ) 

ˆlnL(x;θ)  

α) β) 



Προφανώς, η εκτίµηση της παραµέτρου θ΄ µε την µέθοδο της µεγίστης πιθανοφάνειας 
καταλήγει στο αποτέλεσµα: ˆ΄ G(x)θ = . Η συνάρτηση πιθανοφάνειας, καθώς και η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας του αποτελέσµατος της εκτίµησης,  είναι κανονικές συναρτήσεις της 
παραµέτρου θ΄, µε σ=1.  
 
Στο Σχήµα 8.5.2.β παρίσταται γραφικά ο προσδιορισµός διαστήµατος εµπιστοσύνής µε 
περιεχόµενο πιθανότητας β=68.5% και β=95.5%, από την τοµή των γραµµών: 
 ( ) ( )lnL x; ΄ lnL x;G(x) 0.5θ = −    και  ( ) ( )lnL x; ΄ lnL x;G(x) 2θ = −  
µε την καµπύλη που παριστά τον λογάριθµο της πιθανοφάνειας συναρτήσει της παραµέτρου 
θ΄.  
Ειδικά για β=95.5% το διάστηµα εµπιστοσύνης, [ ]1 2,́ ΄θ θ ,θα είναι: 

( ) ( )G x 2 ΄ G x 2− ≤ θ ≤ −   8.5.5 
 
Προκειµένου να προσδιορισθεί το αντίστοιχο διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο θ, 
παρατηρούµε ότι ( ) ( )lnL x; lnL x; ΄θ = θ και επικαλούµεθα την ιδιότητα της αµεταβλητότητας7 
(invariance) των εκτιµητών µεγίστης πιθανοφάνειας:  

( ) ( ) ( )ˆ ˆg x, g x, G xθ = θ = . 

. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
7 Εάν θ̂  είναι εκτίµηση της παραµέτρου θ τότε ˆ( )τ θ  είναι εκτίµηση της τιµής της συνάρτησης τ(θ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 8.5.3: Γραφική παράσταση του λογαρίθµου της  συνάρτησης 
πιθανοφάνειας . Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση πιθανοφάνειας εµφανίζει 
δύο µέγιστα. 

θ  

lnL(x;θ)  

ˆlnL(x;θ)  

ˆlnL(x;θ) - 0.5  



 
Συγκεκριµένα, επειδή  ( ) ( )( ) ( )lnL x; lnL x;g x, lnL x; ΄θ = θ = θ ,το διάστηµα εµπιστοσύνης 

[ ]1 2,θ θ , για τις τιµές της παραµέτρου θ, το οποίο αντιστοιχεί στο διάστηµα εµπιστοσύνης 

[ ]1 2,́ ΄θ θ της παραµέτρου θ΄, ορίζεται από τα σηµεία τοµής της ευθείας γραµµής: 

( ) ( )ˆQ ln L x; 2θ = θ −  

 µε την καµπύλη ( ) ( )y lnL x;θ = θ  ,που παριστά τον λογάριθµο της πιθανοφάνειας 
συναρτήσει της παραµέτρου θ.  
 
Επισηµαίνεται ότι, ενώ το διάστηµα εµπιστοσύνης που αντιστοιχεί στις τιµές της  παραµέτρου 
θ’ είναι συµµετρικό ως προς το αποτέλεσµα της εκτίµησης, ( )ˆ΄ G xθ = , το διάστηµα 
εµπιστοσύνης για την παράµετρο θ δεν είναι πλέον κεντρικό. 
 
Ωστόσο, υπάρχουν παθολογικές περιπτώσεις όπου η συνάρτηση πιθανοφάνειας εµφανίζει 
περισσότερα από ένα µέγιστα, όπως φαίνεται παραστατικά στο Σχήµα 8.5.3. Στις περιπτώσεις 
αυτές δεν είναι πλέον δυνατόν να ορισθεί ένα διάστηµα τιµών της παραµέτρου µε περιεχόµενο 
πιθανότητας β και η έννοια του διαστήµατος εµπιστοσύνης δεν περιγράφει ασφαλώς τα 
αποτελέσµατα. 
 
8.5.3 Προσεγγιστική εφαρµογή των ασυµπτωτικών ιδιοτήτων της πιθανοφάνειας 

Στην υποενότητα 6.6 δείξαµε ότι η στατιστική συνάρτηση ( )ln L x;∂ θ

∂θ
 κατανέµεται σύµφωνα 

µε κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας όταν το πλήθος των παρατηρήσεων τείνει 
στο άπειρο. Η ασυµπτωτική αυτή ιδιότητα ισχύει λόγω των επιπτώσεων του θεωρήµατος του 
κεντρικού ορίου.  
Επιπλέον δείξαµε, ότι η µέση τιµή αυτής της κανονικής συνάρτησης είναι µηδέν και ότι η 
διασπορά ισούται µε: 

 ( ) ( )

θ θ 00

12 2

2 2
θ θ

lnL x; lnL x;
E

θ θ
=

−

=

⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ θ ∂ θ
− ≈ −⎜ ⎟⎢ ⎥

∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠
8.5.6 

Δείξαµε επίσης ότι, αυτό καθ΄ εαυτό, το αποτέλεσµα της εκτίµησης κατανέµεται σύµφωνα µε 
κανονική συνάρτηση πιθανότητας, µε µέση τιµή ίση µε την αληθή τιµή της παραµέτρου και 
διασπορά που δίνεται από την σχέση 8.5.6. Η ασυµπτωτική αυτή ιδιότητα ισχύει υπό την 

επιπλέον  προϋπόθεση ότι η παράγωγος ( )2

2

lnL x;
θ

∂ θ

∂
 δεν εξαρτάται από την τιµή της 

παραµέτρου θ ή ότι µεταβάλλεται ελάχιστα στην περιοχή τιµών της παραµέτρου γύρω από την 
αληθή τιµή. 
 
Σε περιπτώσεις πεπερασµένου πλήθους παρατηρήσεων, όπου οι δύο προαναφερθείσες 
ασυµπτωτικές ιδιότητες ισχύουν προσεγγιστικά (π.χ. όταν ο αριθµός των παρατηρήσεων είναι 
αρκετά µεγάλος) είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν προκειµένου να προσδιορισθούν 
διαστήµατα εµπιστοσύνης.  



Επισηµαίνεται ότι, λόγω των επιπλέον προϋποθέσεων, η κατανοµή του αποτελέσµατος της 
εκτίµησης από πεπερασµένο πλήθος δεδοµένων προσεγγίζει δυσκολότερα την ασυµπτωτική 

κανονική συνάρτηση πιθανότητας από ότι  η στατιστική συνάρτηση ( )ln L x;∂ θ

∂θ
. 

 
Παράδειγµα 8.5.1 
Έστω ένα σύνολο Ν µετρήσεων της φυσικής ποσότητας Χ και έστω ότι οι µετρήσεις 
κατανέµονται σύµφωνα µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

x1f (x; ) e
−
θθ = ⋅

θ
  8.5.7 

Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας και οι παράγωγοι του δίνονται από τις 
ακόλουθες σχέσεις: 

N

i
i 1

N

i
i 1

2

N

2 i
i 1

2 2 3

x
ln L(x; ) ln

x
ln L(x; )

2 x
ln L(x; )

=

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟θ = Ν ⋅ θ+

Ν ⋅θ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ θ Ν
= − +

∂θ θ θ

⋅
∂ θ Ν

= −
∂θ θ θ

∑

∑

∑

  8.5.8 

 
Η εκτίµηση της παραµέτρου θ µε την µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας καταλήγει ότι: 

ˆ

N

i
i 1

ln L(x; ) 0

x
ˆ

θ=θ

=

∂ θ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂θ⎝ ⎠

θ =
Ν

∑
  8.5.9 

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι [ ] 0x x f (x; )dx
∞

−∞

Ε = ⋅ θ = θ∫ , εύκολα καταλήγουµε ότι: 

0

2

2 2
0

ln L(x; )E
θ=θ

⎡ ⎤∂ θ Ν
=⎢ ⎥∂θ θ⎣ ⎦

  8.5.10 

Η σχέση 8.5.10 προσεγγίζεται χρησιµοποιώντας τα πειραµατικά δεδοµένα ως: 
2

2 2
ˆ

ln L(x; )Ê ˆ
θ=θ

⎡ ⎤−∂ θ Ν
=⎢ ⎥∂θ θ⎣ ⎦

  8.5.11 



Θεωρούµε ότι αµφότερες οι τυχαίες µεταβλητές , ( )ln L x;ˆ ∂ θ
θ και

∂θ
, κατανέµονται σύµφωνα 

µε κανονικές συναρτήσεις µε
0

1/ 22
0

2

ln L(x; )E
θ=θ

−
⎡ ⎤ θ−∂ θ

σ = =⎢ ⎥∂θ Ν⎣ ⎦
 και µέσες τιµές ίσες µε θ0 και 

µηδέν αντίστοιχα. 
Το διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο θ, µε περιεχόµενο πιθανότητας β, ορίζεται ως 
ακολούθως: 
• από την κανονική ασυµπτωτική συµπεριφορά του αποτελέσµατος της εκτίµησης 

0

0

N N

i i
i 1 i 1

0

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

x x
1 1

N N

β β

β β

β β= =

λ ⋅θ λ ⋅θ
− ≤ θ−θ ≤

Ν Ν

λ ⋅θ λ ⋅θ
θ− ≤ θ ≤ θ+

Ν Ν

λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ − ≤ θ ≤ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

Ν Ν⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

  8.5.12 

όπου χρησιµοποιήθηκε η εκτίµηση: 
ˆ

1/ 22

2

ˆln L(x; )ˆˆ E
θ=θ

−
⎡ ⎤−∂ θ θ

σ = =⎢ ⎥∂θ Ν⎣ ⎦
 

• από την κανονική ασυµπτωτική συµπεριφορά της παραγώγου ( )ln L x;∂ θ

∂θ
 

N

i
0 0i 1

2
0 0

N N

i i
i 1 i 1

0

x
N

x x

N N

1 1

β β=

= =

β β

λ ⋅θ λ ⋅θ−
− ≤ + ≤

θ θΝ Ν

≤ θ ≤
λ λ

+ −
Ν Ν

∑

∑ ∑   8.5.13  

όπου η παράµετρος λβ ορίζεται ώστε: 
2

2
z
21 e dz

2

β

β

λ ⋅σ
−
⋅σ

−λ ⋅σ

⋅ = β
π ⋅σ∫  

 
 
 
Παράδειγµα 8.5.2 
Η µέθοδος προσδιορισµού διαστήµατος εµπιστοσύνης που εκφράζει η σχέση 8.5.13 είναι εν 
γένει ακριβέστερη της µεθόδου που εκφράζεται από την σχέση 8.5.12 επειδή οι ασυµπτωτικές 

ιδιότητες της στατιστικής συνάρτησης  ( )ln L x;∂ θ

∂θ
 προσεγγίζονται, µε πεπερασµένο πλήθος 

παρατηρήσεων,  σχετικά ευκολότερα από τις ασυµπτωτικές ιδιότητες του αποτελέσµατος της 



εκτίµησης, θ̂ . Επιπλέον, για τον προσδιορισµό του διαστήµατος εµπιστοσύνης 8.5.13 

χρησιµοποιήθηκε η ακριβής έκφραση  της διασποράς, 
2

2 0θσ =
Ν

, ενώ για την σχέση 8.5.12 

χρησιµοποιήθηκε η εκτίµηση της διασποράς, 
2

2
ˆ

ˆ θ
σ =

Ν
 . 

Οι συνέπειες των παραπάνω παρατηρήσεων γίνονται εύκολα αντιληπτές στο ακόλουθο 
αριθµητικό παράδειγµα όπου παράγονται Ν τιµές της τυχαίας µεταβλητής Χ σύµφωνα µε την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 8.5.7 µε θ=θ0=3.  Από κάθε τέτοιο σύνολο Ν τιµών 
εκτιµώνται, η τιµή της µεταβλητής θ0 σύµφωνα µε την 8.5.9 καθώς και η τιµή της διασποράς 
της εκτίµησης  και υπολογίζεται η αληθής διασπορά της εκτίµησης. Τέλος, προσδιορίζονται τα 
όρια στα διαστήµατα εµπιστοσύνης 8.5.12 και 8.5.13. 
 
Ερώτηση Περιγράψετε έναν σύντοµο τρόπο για την επιλογή Ν τιµών της µεταβλητής x 

σύµφωνα µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
x1f (x; ) e

−
θθ = ⋅

θ
, µε θ=3. Να παράγετε 

Ν= 4000000 τέτοιες τιµές και να τις παραστήσετε γραφικά µε ιστόγραµµα, χρησιµοποιώντας 
εύρος για κάθε ιστό ίσο µε 0.1   . Δείξετε ότι πράγµατι οι τιµές αυτές κατανέµονται σύµφωνα 
µε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (1). 

Υπόδειξη Ορίσετε την µεταβλητή 
x΄ x
3 3

x

1y e dx΄ e
3

∞
− −

= ⋅ =∫  , η οποία µεταβάλλεται ισοπίθανα στο 

διάστηµα [0,1] όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής x είναι η: 
x
31f (x) e

3
−

= ⋅  . Επιλέξετε ένα τυχαίο αριθµό R στο διάστηµα [0,1]. Ορίσετε την τιµή y=R και 

ορίσετε την τιµή της µεταβλητής x ως: x 3 ln y= ⋅ .  
Στο Σχήµα  8.5.4 παρίστανται σε ιστόγραµµα Ν=4000000 τιµές της µεταβλητής x.  
Εάν πράγµατι, η µεταβλητή  κατανέµεται µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  

x
31f (x) e

3
−

= ⋅  τότε ο πληθυσµός κάθε ιστού, µε µέσο στην τιµή xi και εύρος x 0.1Δ = , θα 

δίνεται από την σχέση: 
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1 1N x e e
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Δ
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θ θ

θ

⎡ ⎤
µ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −⎢ ⎥

θ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
= ⋅ ⋅ + + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅θ ⋅θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⋅Δ ⋅ = θ ⋅
θ θ

∫

K K

; 14 2 43

 8.5.14 

όπου θ1=3 και 5
2 x 4 10θ = Δ ⋅Ν = ⋅ . 

Αντιστρέφοντας τον συλλογισµό, εάν εκτιµήσουµε από το ιστόγραµµα του Σχήµατος 8.5.4 τις 
παραµέτρους θ1 και θ2 θα πρέπει το αποτέλεσµα της εκτίµησης να συµφωνεί µε τις 
αναµενόµενες τιµές. 



Η συνάρτηση µεγίστης πιθανοφάνειας δίνεται από το γινόµενο: 

( ) ( ) i i
nk 500

i
E 1 2

i 1 i

e
L x; ,

n !

−µ=

=

µ ⋅
θ θ = ∏  8.5.15 

όπου ni είναι ο αριθµός των γεγονότων σε κάθε ιστό και k=500 ο αριθµός των ιστών στο 
Σχήµα 8.5.4. Βεβαίως για τους όρους που αντιστοιχούν σε µεγάλο πληθυσµό ιστών  µπορεί να 
γίνει η αντικατάσταση: 

( ) ( )2i ii i

i

nn
i 2

i i

e 1 e
n ! 2

µ −−µ −
µµ ⋅

→ ⋅
⋅π⋅µ

 8.5.16 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η µεγιστοποίηση της εκτεταµένης πιθανοφάνειας, για τις τιµές της µεταβλητής που 
παρίστανται στο Σχήµα 8.5.4,  καταλήγει στα αποτελέσµατα:  
1 22.9995 0.0015 3999820 200θ = ± θ = ±   
σεε πολύ καλή συµφωνία µε τις αναµενόµενες τιµές. 

x 

   

          
 
Σχήµα 8.5.4: Παράσταση σε ιστόγραµµα των τιµών της τυχαίας µεταβλητής x: α) 
σε γραµµική και β) λογαριθµική κλίµακα. Η συνεχής γραµµή αντιστοιχεί στα 
αποτελέσµατα της εκτίµησης των παραµέτρων θ1 και θ2. 

x 

n 

log(n) 

(α) 

(β) 



 
Το µέσο του διαστήµατος 8.5.12 ευρίσκεται για τιµή της παραµέτρου ίση µε την εκτίµηση της 

αληθούς τιµής 

N

i
i 1

x
ˆ

N
=θ =
∑

 ενώ το ήµισυ του εύρους είναι: 

N

i
i 1
x

N
β=
λ

Δ = ⋅
Ν

∑
 8.5.17 

Επειδή πρόκειται για έλεγχο, όπου γνωρίζουµε εκ των προτέρων την τιµή της αληθούς τιµής 
θ0=3,  ορίζουµε την ποσότητα: 
 

( )

1N N

i i
i 1 i 1

1

x x
R 3

N N

−

β= =
β
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑
  8.5.18 

Είναι προφανές ότι εάν επαναληφθεί η διαδικασία επιλογής Ν τιµών της τυχαίας µεταβλητής 
για  n φορές, ορίζοντας κάθε φορά το διάστηµα εµπιστοσύνης 8.5.12, θα πρέπει ( )1R 1βλ ≤  

για ποσοστό των επαναλήψεων της διαδικασίας ίσο µε β. 
 

Οµοίως, ορίζουµε το µέσο του διαστήµατος εµπιστοσύνης 8.5.13, 
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∑
, ενώ το ήµισυ 

του εύρους είναι: 
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∑
  8.5.19 

Κατ΄ αντιστοιχία της σχέσης 8.5.18 ορίζουµε την ποσότητα: 
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= =
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∑ ∑
  8.5.20 

και αναµένεται ότι ( )2R 1βλ ≤  για ποσοστό ίσο µε β των επαναλήψεων της επιλογής Ν τιµών 

της τυχαίας µεταβλητής x. 
 



Στο Σχήµα  8.5.5 παρίστανται σε ιστόγραµµα οι τιµές των µεταβλητών ( ) ( )1 β 2 βR λ και R λ  για 
Ν=9 , λβ=2  και n=4000000 επαναλήψεις της διαδικασίας. Με απλή παρατήρηση του 
Σχήµατος 8.5.5 είναι προφανές ότι σε µεγαλύτερο ποσοστό των επαναλήψεων του 
αριθµητικού πειράµατος η αληθής τιµή της παραµέτρου θ ευρίσκεται εντός του διαστήµατος 
εµπιστοσύνης 8.5.13, ( )2R 1βλ ≤ , παρ΄ ότι εντός του διαστήµατος 8.5.12. Πράγµατι, για 

95.8% 0.1%± 8 των περιπτώσεων η αληθής τιµή ευρίσκεται στο διάστηµα εµπιστοσύνης 
8.5.13 και για 90.3% 0.1%±  των περιπτώσεων στο διάστηµα 8.5.12. Και οι δύο τιµές 
αποκλίνουν από την αναµενόµενη τιµή (94.5%) αλλά είναι σαφές ότι η προσέγγιση 8.5.12 
υπερέχει σε ακρίβεια. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
8 Πρόκειται για εκτίµηση που προέκυψε από τον λόγο του αριθµού των περιπτώσεων όπου η απόλυτη τιµή της µεταβλητής 
R είναι µικρότερη της µονάδας ως προς τον συνολικό αριθµό των επαναλήψεων της διαδικασίας. Ως εκτίµηση, συνοδεύεται 
από το σφάλµα της εκτίµησης. 

 
 
Σχήµα 8.5.5: Αναπαράσταση σε ιστόγραµµα των 
µεταβλητών ( )1 2=βR λ  και ( )2=2 βR λ  για Ν=9, όπως 
προέκυψε από n=4000000 επαναλήψεις του 
αριθµητικού πειράµατος. 

( )1 βR λ  

( )2 βR λ   
 
Σχήµα 8.5.6: Αναπαράσταση σε ιστόγραµµα των 
µεταβλητών ( )1 2=βR λ  και ( )2=2 βR λ  για Ν=100000, 
όπως προέκυψε από n=4000000 επαναλήψεις του 
αριθµητικού πειράµατος. Οι συνεχείς καµπύλες 
αντιστοιχούν σε κανονικές συναρτήσεις µε µέση τιµή 
ίση µε µηδέν και σ=0.5. 

( )1 βR λ  

( )2 βR λ  



 
 
 
 
Για µεγαλύτερο πλήθος των τυχαίων µεταβλητών, τα δύο είδη διαστήµατος εµπιστοσύνης 
συγκλίνουν προς τις αναµενόµενες τιµές, καθώς εξασφαλίζονται οι προυποθέσεις ισχύος των 
ασυµτωτικών ιδιοτήτων της µεθόδου µεγίστη πιθανοφάνειας. 
Επί παραδείγµατι, στο Σχήµα 8.5.6 παρουσιάζονται οι κατανοµές των µεταβλητών 
( ) ( )1 β 2 βR λ και R λ  για Ν=100000 επαναλήψεις του αριθµητικού πειράµατος. Είναι προφανές 

ότι οι µεταβλητές ( ) ( )1 β 2 βR λ και R λ  κατανέµονται σύµφωνα µε κανονική συνάρτηση και για 
95.5% 0.1%±  των επαναλήψεων η αληθής τιµή της παραµέτρου ευρίσκεται στα διαστήµατα 
εµπιστοσύνης 8.5.12 και 8.5.13. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Άσκηση: 
Έστω δύο φυσικά µεγέθη Χ και Υ οι τιµές των οποίων συνδέονται µε την γραµµική σχέση: 
y(x) a b x= + ⋅   (1) 
όπου a=4 και b=12. Υποθέσετε ότι η τιµή του µεγέθους Χ προσδιορίζεται µε κατάλληλες µετρήσεις 
χωρίς καθόλου σφάλµα, x=X, ενώ οι µετρήσεις, y, των τιµών του µεγέθους Υ κατανέµονται σύµφωνα 
µε κανονική συνάρτηση πιθανότητας, µε µέση τιµή ίση µε την αληθή τιµή του µεγέθους Υ, y(x), και 
διασπορά ίση το εν δέκατο της αληθούς τιµής, ( )( ) ( )

2
x 0.1 y xσ = ⋅ . 

 Θεωρήσετε δέκα τιµές του µεγέθους X και τις αντίστοιχες µετρήσεις τους:  x1=1.16391, x2=9.64847, 
x3=8.8297, x4=4.20487, x5=4.95856, x6=5.77386, x7=9.4234, x8=2.43162, x9=5.50127, x10=6.8923. 
 
α) Αναπτύξετε κώδικα λογισµικού προσοµοίωσης για να παράγετε τιµές, iy (i 1,2,3,...,10)= , για τα 
αποτελέσµατα των µετρήσεων του µεγέθους Υ που να αντιστοιχούν στις προαναφερθείσες τιµές του 
µεγέθους Χ. 
 
β) Εκτιµήσετε µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τις τιµές των παραµέτρων a και b, 
χρησιµοποιώντας τις µετρήσεις { }i ix , y (i 1,2,3,...,10)=  και ως γραµµικό πρότυπο προσαρµογής την 
σχέση 1.  
Εκτιµήσετε τα στοιχεία του πίνακα συνδιασποράς των αποτελεσµάτων της 
εκτίµησης: [ ] ( )ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆV a , V b , cov a,b⎡ ⎤

⎣ ⎦  

γ) Παραστήσετε γραφικά τις µετρήσεις και το αποτέλεσµα της προσαρµογής και συγκρίνετε τα 
αποτελέσµατα σας µε την αληθή σχέση που συνδέει τα µεγέθη Χ και Υ. 
 
δ) Επαναλάβατε την διαδικασία παραγωγής τιµών για το µέγεθος Υ και της εκτίµησης των παραµέτρων 
πολλές φορές (π.χ. n=100000 φορές) και παραστήσετε σε ιστόγραµµα δύο διαστάσεων τις 
εκτιµήσεις ˆâ και b . Επίσης,  παραστήσετε σε ιστόγραµµα την τιµή της ποσότητας : 

( ) ( ) ( )

[ ] ( )
( )

T2 -1ˆq̂ t ;θ t θ V t θ

â a
t ,ˆ bb

ˆˆ ˆ ˆV a cov a,b
V̂=

ˆ ˆˆˆcov a,b V b

= − ⋅ ⋅ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= θ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

%

%

 2 

και συγκρίνετε την κατανοµή µε την συνάρτηση χ2(2) για δύο βαθµούς ελευθερίας. Σχολιάσετε. 
 
ε) Σε κάθε επανάληψη του αριθµητικού πειράµατος υπολογίσετε την ποσότητα: 

( )( )
2

10 i i2
2

i 1

ˆˆy a b x
Q̂

= ι

− − ⋅
=

σ∑  

και παραστήσετε την τιµή της σε ιστόγραµµα. Συγκρίνετε την κατανοµή των τιµών της ποσότητας  2Q̂  
µε συνάρτηση χ2(8) για οκτώ βαθµούς ελευθερίας. 



στ) Προτείνετε ένα τρόπο προσδιορισµού διαστήµατος εµπιστοσύνης για τις αληθείς τιµές των 
παραµέτρων a και b. Σχεδιάσετε το διάστηµα εµπιστοσύνης µε περιεχόµενο πιθανότητας 95 % για την 
πρώτη εκτίµηση που µελετήσατε στο β) βήµα. 
 
ζ) Επιλέξατε ένα σύνολο µετρήσεων  iy (i 1,2,3,...,10)= , τέτοιο ώστε τα αποτελέσµατα της εκτίµησης 
των παραµέτρων να αποκλίνουν σηµαντικά από τις αληθείς τιµές. Σχεδιάσετε το αντίστοιχο διάστηµα 
εµπιστοσύνης για 95% περιεχόµενο πιθανότητας και συγκρίνετε µε τις αληθείς τιµές. 
 
Υπόδειξη: 
α) Χρησιµοποιήσετε µία από τις µεθόδους που περιγράφονται στην υποενότητα 4.8. Επί παραδείγµατι 
στο Σχήµα 1 παρίστανται ως ιστόγραµµα τα αποτελέσµατα της επιλογής µεγάλου πλήθους τιµών µε την 
µέθοδο απόρριψης. Οι τιµές της τυχαίας µεταβλητής αντιστοιχούν σε πιθανά αποτελέσµατα της  
µέτρησης του 10ου σηµείου (x ίσο µε 6.8923). Η συνεχής καµπύλη παριστά γραφικά κανονική 
συνάρτηση µε µ=y(x=6.8923)=87.0  και σ=8.7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
β) Οι τιµές των παραµέτρων, a και b, καθώς και τα στοιχεία του πίνακα συνδιασποράς εκτιµώνται 
σύµφωνα µε τις σχέσεις 6.9.29 και 6.9.30.  
 
γ) Στο Σχήµα 2 παρίστανται γραφικά τα αποτελέσµατα των µετρήσεων. Οι τιµές που αντιστοιχούν στις 
µετρήσεις της ποσότητας Υ παρήχθησαν σύµφωνα µε  κανονικές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας. 
Τα κατακόρυφα ευθύγραµµα τµήµατα, πάνω και κάτω από κάθε σηµείο, παριστούν το σφάλµα κάθε 
µέτρησης και το µήκος τους αναλογεί σε ένα σ. 
Η ευθεία γραµµή ( ) ˆˆŷ x a b x= + ⋅  παρίσταται γραφικά ως συνεχής γραµµή στο Σχήµα 2 και συµπίπτει 
πρακτικά µε την αληθή καµπύλη που συνδέει τα µεγέθη Υ και Χ (διακεκοµµένη γραµµή στο Σχήµα 2). 
 

 
 
 
Σχήµα 1: Παράσταση σε ιστόγραµµα των επιλεγέντων τιµών για  την µέτρηση y10. Η 
συνεχής καµπύλη παριστά κανονική συνάρτηση µε παραµέτρους, µ=87 και σ=0.87 

y10 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο Σχήµα 3 παρίστανται γραφικά, σε µορφή ιστογράµµατος δύο διαστάσεων, τα αποτελέσµατα των 
εκτιµήσεων που προέκυψαν από την επανάληψη για n=100000 φορές της διαδικασίας επιλογής τιµών 
για τις µετρήσεις y και  εκτίµηση των παραµέτρων (100000 αριθµητικά πειράµατα). Κατ΄ αρχήν 
παρατηρήσετε ότι η κατανοµή οµοιάζει προς κανονική. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 2: Γραφική αναπαράσταση των µετρήσεων. Η συνεχής γραµµή παριστά το αποτέλεσµα 
της εκτίµησης ενώ η διακεκοµµένη γραµµή αντιστοιχεί στην αληθή σχέση που συνδέει τα 
µεγέθη Χ και Υ. 

x 

y 

 
 

Σχήµα 3:  Γραφική παράσταση σε ιστόγραµµα των αποτελεσµάτων εκτίµησης των 
παραµέτρων a και b. 

b̂  
â  



 
 
δ) Στο Σχήµα 5 παρίστανται οι τιµές της ποσότητας 2q̂  που υπολογίζεται σε κάθε εκτίµηση παραµέτρων, 
για n=100000 αριθµητικά πειράµατα. Η συνεχής καµπύλη παριστά γραφικά συνάρτηση ανάλογη µε την 
συνάρτηση χ2(2) (στην πραγµατικότητα την συνάρτηση 100000⋅ χ2(2)) για δύο βαθµούς ελευθερίας. Η 
άριστη συµφωνία της θεωρητικής καµπύλής µε την κατανοµή της ποσότητας 2q̂ , επιβεβαιώνει  ότι 
πράγµατι οι εκτιµήσεις των παραµέτρων a  και  b κατανέµονται σύµφωνα µε κανονική συνάρτηση 
πιθανότητας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
ε) Στο Σχήµα 6 παρίστανται οι τιµές της ποσότητας 2Q̂  η οποία υπολογίζεται σε κάθε εκτίµηση 
παραµέτρων, για n=100000 αριθµητικά πειράµατα. Η συνεχής καµπύλη παριστά γραφικά συνάρτηση 
ανάλογη µε την συνάρτηση χ2(8) (στην πραγµατικότητα την συνάρτηση 100000⋅ χ2(8)) για οκτώ 
βαθµούς ελευθερίας. Η άριστη συµφωνία της θεωρητικής καµπύλής µε την κατανοµή της ποσότητας 

2Q̂ , επιβεβαιώνει  τις ιδιότητες της µεθόδου εκτίµησης ελαχίστων τετραγώνων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 6. Η κατανοµή των τιµών των ποσοτήτων 2Q̂ , όπως προκύπτουν από τα 100000 
αριθµητικά πειράµατα 

ˆ 2Q  

 
Σχήµα 5. Η κατανοµή των τιµών των ποσοτήτων 2q̂ , όπως προκείπτουν από τα 100000 
αριθµητικά πειράµατα 

ˆ 2q  



 
 
 
 
Επισηµαίνεται ότι, όπως αναλύθηκε στο παράδειγµα 6.9.3 (βλέπε και Σχήµα 6.9.3) , η ποσότητα  

2

2 2

Q̂

u P( )d
∞

= χ χ∫  θα πρέπει να περιγράφεται από ισοπίθανη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,  

ακριβώς όπως συµπεριφέρονται τα αποτελέσµατα των εκτιµήσεων στο Σχήµα 7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 

 
 

 
στ)  Επειδή  οι εκτιµήσεις κατανέµονται σύµφωνα µε κανονική συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας και κατά συνέπεια η ποσότητα 2q̂  κατανέµεται σύµφωνα µε χ2(2) συνάρτηση 
πιθανότητας, εφαρµόζεται η µέθοδος που αναπτύχθηκε στην υποενότητα 8.2 ( Παράδειγµα 
8.2.1) . 

Στο Σχήµα 8 παρίσταται το ολοκλήρωµα της πιθανότητας  χ2(k) ( )
2K

2 2

0

v P ;k d
β

= χ χ∫  για k=2 

και k=8 βαθµούς ελευθερίας από όπου συνάγεται ότι η περιοχή µε περιεχόµενο πιθανότητας 
β=95% αντιστοιχεί σε 2Kβ≈16 και 2Kβ≈15.5 για k=2 και k=8 βαθµούς ελευθερίας αντίστοιχα. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Σχήµα 7: Η κατανοµή των τιµών των ποσοτήτων 
2

2 2

Q̂

u P( )d
∞

= χ χ∫ , όπως προκύπτουν από 

τα 100000 αριθµητικά πειράµατα 

u 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Στο Σχήµα 9 παρίσταται γραφικά η κεντρική περιοχή εµπιστοσύνης 

 ( )
[ ] ( )
( )

1

2
ˆˆ ˆ ˆV a cov a,b âˆâ b K 6ˆˆ ˆˆ bˆcov a,b V b

−

β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⋅ = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

 

όπου ˆâ και b  είναι οι εκτιµήσεις των παραµέτρων από το αριθµητικό πείραµα που παριστά το 
Σχήµα 2.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Σχήµα 8:  Γραφική παράσταση του ολοκληρώµατος: ( )
2K

2 2

0

v P ;k d
β

= χ χ∫ , συναρτήσει του 

ορίου 2Kβ , για k=2 και k=8 βαθµούς ελευθερίας. 

2
βK  

v 
k=2 

k=8 

 
Σχήµα 8:  Το εσωτερικό της έλλειψης παριστά την περιοχή εµπιστοσύνης για τις αληθείς 
τιµές των παραµέτρων a και β, όπως προκύπτει από την προσαρµογή που παρίσταται γραφικά 
στο Σχήµα 2.  Ο συµπαγής κύκλος σηµειοδωτεί τις αληθείς τιµές. 

b 

a 



 
Στην ίδια περιοχή εµπιστοσύνης καταλήγεί και η συνθήκη: 

( )( )
2

10 i i2 2
2

i 1

ˆˆy a b x
Q̂ K 16.5β

= ι

− − ⋅
= = =

σ∑  

που αναφέρεται στην συµπεριφορά των ελαχίστων τετραγώνων σύµφωνα µε χ2 συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας για 8 βαθµούς ελευθερίας. 
 
ζ)  Στο Σχήµα 9.α παρίστανται τα αποτελέσµατα ενός από τα αριθµητικά πειράµατα όπου οι 
εκτιµούµενες τιµές των παραµέτρων αποκλίνουν σηµαντικά από τις αληθείς τιµές. Στο Σχήµα 
9.β παρίσταται γραφικά η περιοχή εµπιστοσύνης, όπως προσδιορίσθηκε από τα αποτελέσµατα 
αυτού του πειράµατος. Η αληθείς τιµές ευρίσκονται εκτός του διαστήµατος εµπιστοσύνης. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 9: Αποτελέσµατα µη επιτυχούς προσαρµογής. α)  Γραφική παράσταση των 
µετρήσεων. Η συνεχής γραµµή παριστά το αποτέλεσµα της εκτίµησης η οποία αποκλίνει 
από την αληθή γραµµική σχέση (διακεκοµµένη γραµµή) που συνδέει τα µεγέθη Χ και Υ. 
β) Περιοχή εµπιστοσύνης µε περιεχόµενο πιθανότητας 95%. Οι αληθείς τιµές (συµπαγής 
κύκλος) κείνται έξω της περιοχής εµπιστοσύνης. 

x 

y 

b 

a 

α) 

β) 


